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A 0.1 Siruri de numere reale

Convergenta este conceptul fundamental al analizei matematice. Cu ajutorul acestui

concept putem sa investigam ce se intampla atunci cand doua cantitati se apropie una

de alta, sau cand o cantitate creste depasind orice margine.

In acest capitol detaliem aceste idei pentru siruri de numere reale. Vom relua

pe scurt teoremele facute in liceu, subliniind cateva tehnici de demonstratie standard.

Vom prezenta de asemenea si cateva noi rezultate care ne vor � de folos in capitolele

urmatoare.

B 0.1.1 1.1. De�nitia unui sir

Fie X este o multime nevida, n0 un numar natural si N0 := fn 2 N jn � n0g. O

functie f : N0 ! X se numeste sir (de elemente din X). De regula identi�cam

sirul f cu imaginea sa astfel: notam f(n) := an; 8n 2 N si notam (an)n�n0 := f;

sau (an)n2N0 := f; an0 ; an0+1; an0+2; � � � := f; sau, daca nu exista pericol de confuzie,

(an) := f: In acest caz spunem ca (an)n�n0 este un sir (de elemente din X), iar an este

termenul general al sirului (an)n�n0.

In acest capitol presupunem ca X � R: Vorbim astfel de siruri de

numere reale.

Exemplul 1.1.1. Sirul de numere naturale (n3)n�1 poate � descris prin
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1; 8; 27; 64; � � � . Numarul n3 este termenul general al sirului considerat.

Exemplul 1.1.2. Sirul de numere rationale
�
(�1)n�1

n

�
n�1

poate �descris prin

1;�1
2
; 1
3
;�1

4
; � � � .

Exemplul 1.1.3. Sirul 0; 1
2
; 2
3
; 3
4
; � � � poate �descris prin cu ajutorul termenu-

lui general:
�

n
n+1

�
n�0 :

Peste tot in cele ce urmeaza, in lipsa altor precizari, literele n; k; i si

j vor desemna numere naturale.

B 0.1.2 1.2. Siruri convergente

In exemplul 1.1.2. termenul general an devine din ce in ce mai mic (in valoare absoluta)

atunci cand indicele n creste; putem spune an "tinde" la zero. Facand cateva calcule in

exemplul 1.1.3., observam ca termenul general n
n+1

"tinde" la 1 atunci cand n creste.

Surprindem aceste fenomene in de�nitia urmatoare.

De�nitia 1.2.1. Fie (an)n�n0 un sir de numere reale. Daca exista un numar

real a astfel ca pentru orice � > 0 sa existe un rang n� 2 N (care depinde de a si

�) astfel incat jan � aj < � pentru orice n 2 N; n � n� spunem ca sirul (an) este

convergent, iar a este limita sa; in acest caz scriem lim
n!1

an = a;, sau an ! a si

spunem ca an tinde la a cand n tinde la in�nit.

Pe scurt, folosind cuanti�catorul universal (8 -oricare, orice) si cuanti�catorul

existential (9 -exista), sirul de numere reale (an) este convergent daca si numai daca

iv
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[9a 2 R astfel incat 8� > 0 9n� 2 N cu proprietatea jan � aj < � 8n � n�:

Daca sirul (an) nu este convergent spunem ca el este un sir divergent. A

studia natura unui sir inseamna a stabili daca sirul este convergent sau divergent.

Exemplul 1.2.1. Sa aratam ca sirul de la Exemplul 1.1.2. este convergent

si are limita nula, i.e. lim
n!1

(�1)n�1
n

= 0: Fie � > 0: Conform de�nitiei de mai sus,

trebuie sa cautam un rang n� 2 N astfel ca
��� (�1)n�1n

� 0
��� = 1

n
< � pentru orice n � n�;

dar 1
n
< � daca si numai daca n > 1

�
: Luand n� :=

�
1
�

�
+ 1 (unde cu

�
1
�

�
am notat

partea intreaga a numarului pozitiv 1
�
) constatam ca

��� (�1)n�1n
� 0
��� < � 8n � n�, adica

lim
n!1

(�1)n�1
n

= 0 2 R; deci sirul este convergent.

Exemplul 1.2.2. Sa aratam ca sirul de la Exemplul 1.1.1. este divergent

prin reducere la absurd. Presupunem ca sirul este convergent, deci lim
n!1

n3 := a 2 R:

Fie � = 1: Atunci exista n� 2 N astfel incat

��n3 � a�� < 1 cand n � n�:
Cum exista o in�nitate de numere naturale n > max

�
n�;

3
p
�+ a

	
rezulta ca

a�rmatia precedenta este falsa. In consecinta sirul (n3)n�1 este divergent.

Exemplul 1.2.3. Am vazut ca, in cazul Exemplului 1.1.3., an se apropie

de 1 cand n creste. Sa aratam ca, intradevar an ! 1: Din nou, �e � > 0: Trebuie sa

v
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depistam un rang incepand de la care jan � 1j < �: Deoarece

jan � 1j =
���� n

n+ 1
� 1
���� = 1

n+ 1
;

atunci avem echivalentele:

jan � 1j < �,
1

n+ 1
< �, n >

1

�
� 1:

Prin urmare, luand drept rang n� :=
�
1
�

�
, avem: jan � 1j < � 8n � n�, deci

n
n+1

! 1;iar sirul
�

n
n+1

�
n�0 este convergent.

Observatia 1.2.1. Numarul n0 din de�nitia sirului nu afecteaza natura sir-

ului. De altfel, din de�nitia precedenta rezulta ca daca schimbam un numar �nit de

termeni ai unui sir, natura sa nu este afectata.

O prima proprietate importanta -si care justi�ca corectitudinea sintagmei

"limita sirului (an) este a"- este urmatoarea propozitie.

Propozitia 1.2.1. Daca sirul (an) este convergent atunci limita sa este unica.

Demonstratie. Sa presupunem ca (an) are limitele a; a0 2 R: Trebuie sa

aratam ca a = a0: Fie � > 0 arbitrar. Din ipoteza rezulta ca exista un rang n� astfel ca

jan � aj < �; jan � a0j < � 8n � n�:

Atunci

ja� a0j = ja� an + an � a0j � ja� anj+ jan � a0j < 2�

pentru orice n � n�: Pin urmare

0 � ja� a0j � 2� pentru orice � > 0:
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De aici rezulta imediat ca a = a0:�

De�nitia 1.2.2. Daca (an) si (bn) sunt doua siruri atunci sirul (an + bn) se

numeste suma sirurilor (an) si (bn) ; sirul (anbn) se numeste produsul sirurilor

(an) si (bn), iar daca an 6= 0 pentru orice n sirul
�
bn
an

�
se numeste catul sirurilor

(an) si (bn) :

Cu ajutorul de�nitiei se arata ca

Propozitia 1.2.2. (Operatii cu siruri) Daca sirurile (an) si (bn) sunt

convergente atunci

1. lim
n!1

(an + bn) = lim
n!1

an + lim
n!1

bn,

2. lim
n!1

(anbn) =
�
lim
n!1

an

��
lim
n!1

bn

�
3. Daca an 6= 0 pentru orice n si lim

n!1
an 6= 0 atunci lim

n!1
bn
an
=

lim
n!1

bn

lim
n!1

an
:

Demonstratie.

.....................................................................�

Incheiem acest paragraf cu cateva consideratii asupra relatiei dintre limitele

sirurilor de numere reale si inegalitati.

Propozitia 1.2.3. Daca sirurile (an)n�1 si (bn)n�1 sunt convergente si an �

bn 8n � 1 atunci lim
n!1

an � lim
n!1

bn:

Demonstratie.

.........................................................................
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Urmatoarea teorema ra�neaza precedenta propozitie: daca un sir (bn)n�1 (de-

spre care nu presupunem ca este convergent) are termenul general "intre" termenii

generali ai altor doua siruri convergente la aceeasi limita atunci si (bn)n�1 este conver-

gent la aceasta limita.

Teorema 1.2.2. Teorema clestelui. Daca

an � bn � cn

pentru orice n si

lim
n!1

an = lim
n!1

cn = a

atunci lim
n!1

bn = a:

Demonstratie.

.........................................................................

B 0.1.3 3. Siruri Cauchy

Un sir de numere reale care are propritatea ca pentru un � arbitrar elementele sale se

grupeaza de la un rang incolo (de exemplu pentru indici su�cient de mari toti termenii

sirului sunt intr-un interval de lungime 2�) pare a � convergent. Proprietatea aceasta

este adevarata in R; dar nu are loc in orice submultime a multimii numerelor reale. De

pilda trunchierile rationale ale numarului irational
p
2 dau un sir de numere rationale:

1:4; 1:41; 1:414; 1:4142; � � �
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care este nu este convergent in Q, dar, desigur este convergent in R:

Aceasta sectiune o dedicam caracterizarii sirurilor reale de elemente care au

proprietatea descrisa mai sus numite siruri Cauchy.

De�nitia 1.3.1. Fie (an)n�1 un sir de numere reale. Daca

8� > 0 9n� 2 N cu proprietatea jan � an+pj < � 8n � n�;8p 2 N

atunci sirul (an) se numeste sir Cauchy sau sir fundamental.

Convergenta unui sir si calitatea sa de a � sir fundamental sunt proprietati

echivalente.

Teorema 1.3.1. In multimea numerelor reale un sir este este Cauchy daca

si numai daca el este convergent.

Demonstratie.

.....................................................................

Exemplul 1.3.1. Sirul ((�1)n) este divergent.

Vom arata acest lucru dovedind ca sirul nu este fundamental. Conform de-

�nitiei, trebuie sa gasim un � > 0 astfel ca pentru orice n� natural sa existe n � n� si

p 2 N astfel ca jan � an+pj � �:

Fie � := 1: Atunci pentru orice n� 2 N avem
��(�1)n� � (�1)n�+1�� = 2 > 1: Prin

urmare ((�1)n) nu este fundamental si, conform teoremei1.3.1, sirul nu este convergent.

Observatia 1.3.1. In exemplul precedent am negat a�rmatia din de�nitia

precedenta. Ca o regula generala, atunci cand vrem sa negam o a�rmatie, negarea se

ix
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face inlocuind cuanti�catorul 8 cu cuanti�catorul 9 si invers, adica inlocuind cuanti�-

catorul 9 cu cuanti�catorul 8:

B 0.1.4 4 Siruri marginite

Daca termenii unui sir pot sa �e arbitrar de mari (in valoare absoluta) avem de-a face cu

un sir nemarginit. Am vazut ca sirurile fundamentale sunt convergente. Spre deosebire

de acestea, sirurile marginite nu sunt intodeauna convergente. Cu toate acestea, cu

conditii suplimentare, ele pot � convergente. De asemenea, un sir marginit contine

intodeauna un subsir convergent.

De�nitia 1.4.1. Sirul (an)n�n0 este crescator daca

an � an+1 8n � n0:

Sirul este strict crescator daca

an < an+1 8n � n0:

De�nitia 1.4.2. Sirul (an)n�n0 este descrescator daca

an � an+1 8n � n0:

Sirul (an)n�n0 este strict descrescator daca

an > an+1 8n � n0:

x
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De�nitia 1.4.3. Sirul (an)n�n0 este monoton daca el este crescator, strict

crescator, descrescator sau strict descrescator.

De�nitia 1.4.4. Sirul (an)n�n0 este marginit daca

9M � 0 astfel ca janj �M 8n � n0:

Daca sirul nu este marginit spunem ca el este nemarginit.

Exemplul 1.4.1. Sirul ((�1)n) este marginit (M = 1); nu este monoton si

este divergent.

Exemplul 1.4.2. Sirul
�
(�1)n
n

�
este marginit ;.nu este monoton si este con-

vergent.

Exemplul 1.4.3. Sirul
�
1
n

�
este marginit ;. este monoton (descrescator) si

este convergent.

Propozitia 1.4.1. Un sir convergent de numere reale este marginit.

Demonstratie.

..................................................................................................................................

Sirul (
p
n) este crescator dar este nemarginit. Totusi, daca la monotonie mai

adaugam marginirea obtinem convergenta.

Teorema 1.4.1. Un sir monoton si marginit este convergent.

Demonstratie.

..................................................................................................................................
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Exemplul 1.2.4. Sirul cu termenul general
�
1 + 1

n

�n
este monoton si mar-

ginit (aratati aceste proprietati). Prin urmare el este convergent. Limita sa este nu-

marul transcendent e:

De�nitia 1.4.5. Fie (an)n�1 un sir de numere reale si (kn)n�1 un sir strict

crescator de numere naturale. Atunci (akn)n�1 se numeste subsir al sirului (an)n�1 :

Exemplul 1.4.4. Fie sirul
�
(�1)n�1

n

�
n�1

: Atunci sirul
��1
2n

�
n�1 =

�1
2
; �1
4
; :::

este un subsir al sirului dat (kn = 2n). De asemenea
�

1
2n+1

�
n�1 este un subsir al sirului�

(�1)n�1
n

�
n�1

:

Propozitia 1.4.2. Daca un sir este convergent atunci toate subsirurile sale sunt

convergente..

Demonstratie.

..................................................................................................................................

Observatia 1.4.1. Inversa a�rmatiei din propozitia de mai sus este ade-

varata. Aratati acest lucru.

Marginirea unui sir atrage "gruparea" termenilor sirului, iar acest fapt implica

existenta unui subsir convergenet. Aceasta este o propietate importanta a sirurilor

marginite.

Teorema 1.4.2. (teorema Bolzano-Weierstrass) Un sir marginit are un

subsir convergent.

Demonstratie.

xii
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..................................................................................................................................

Exemplul 1.4.5. Am vazut ca sirul ((�1)n) este marginit, deci divergent.

Susirurile sale (�1) si (1) sunt convergente.

Teorema Bolzano-Weierstrass este un instrument util in analiza functiilor cu

o singura variabila si va � folosita in capitolele urmatoare (vezi...).

B 0.1.5 5. Limite in�nite

Nemarginirea unui sir atrage divergenta sa. Totusi, in unele cazuri, sirurile nemarginite

au o comportare regulara, comportare pe care o vom studia in cele ce urmeaza.

De�nitia 1.5.1. Fie (an)n�n0 un sir de numere reale.

1. Spunem ca sirul are limita in�nit daca si numai daca

8M > 09NM 2 Nastfel incat an �M8n � NM

In acest caz scriem lim
n!1

an =1 sau an !1:

2. Spunem ca sirul are limita minus in�nit daca si numai daca

8M < 09NM 2 Nastfel incat an �M8n � NM

In acest caz scriem lim
n!1

an = �1 sau an ! �1:

Uneori, daca an !1; spunem ca sirul (an) depaseste orice margine.

xiii
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Exemplul 1.5.1. Fie a > 1: Atunci an !1:

Desigur an+1 > an pentru orice n 2 N: Presupunem, prin absurd, ca lim
n!1

an 6=

1:Atunci , conform de�nitiei 1.5.1., existaM > 0 astfel incat pentru oriceN 2 N exista

m > N pentru care am � M: Fie n 2 N: Din cele de a�rmate rezulta ca exista m � n

astfel ca an � am �M: Prin urmare sirul (an) este marginit. FieM := sup fan jn 2 Ng :

Cum M
a
<M; exista n 2 N astfel ca an > M

a
: Dar an+1 = aan > aM

a
=M . Contradictie.

In consecinta lim
n!1

an =1:�

Majoritatea operatiilor cu siruri cu limite in�nite respecta regulile similare

sirurilor convergente. Exceptiile le abordam la secctiunea "Exercitii".

Propozitia 1.2.2. (Operatii cu siruri cu limita in�nita) Fie (an) un sir

pentru care lim
n!1

an =1:

1. Daca (bn) este un sir marginit atunci lim
n!1

(an + bn) =1, iar daca an 6= 0 pentru

orice n atunci lim
n!1

bn
an
= 0:

2. Daca lim
n!1

bn =1 atunci lim
n!1

(an + bn) =1 si lim
n!1

(anbn) =1:

3. Daca a > 0 atunci lim
n!1

aan =1:

4. Daca a < 0 atunci lim
n!1

aan = �1:

Demonstratie.

.....................................................................�

Exemplul 1.5.2. Fie a > 0: Atunci lim
n!1

a
1
n = 0:
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Observatia 1.5.1. Adunarea a doua siruri, unul cu limita in�nit, celalalt cu

limita minus in�nit nu apare in propozitiile precedente. De asemenea produsul dintre

doua siruri, unul cu limita in�nita, celalalt cu limita nula si nici catul a doua siruri

cu limita nula (ori cu limite in�nite) nu apar in propozitiile precedente. Numim aceste

tipuri de limite cazuri de nedeterminare.

Observatia 1.5.2. Despre un sir (an) de numere reale am dovedit urma-

toarele implicatii si echivalente legate de proprietatea de marginire:

marginit) subsir convergent

* - *

monoton&marginit) convergent , Cauchy

+ +

monoton ) limita �nita sau in�nita

B 0.1.6 6. Teorema lui Heine

B 0.1.7 7. Probleme rezolvate

/////////////////////////////////////////////////////////////////
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B 0.1.8 8. Exercitii

1. Argumentati a�rmatia din observatia 1.2.1.

2. Argumentati existenta rangului n� din demonstratia propozitiei 1.2.1.

3. Fie sirurile (an)n�1 si (bn)n�1 astfel incat jan � bnj < 1
n
pentru orice n � 1: Aratati

ca daca (an)n�1 este convergent atunci si (bn)n�1 este convergent si limn!1
an =

lim
n!1

bn:

4. Fie sirul (an)n�1 : Aratati ca limn!1
an = l 2 R daca si numai daca lim

n!1
jan � lj = 0:

5. Demonstrati egalitatile:

(a) lim
n!1

2n�1
n+1

= 2

(b) lim
n!1

2n2�1
n2+1

= 2

(c) lim
n!1

2n�1
n2+1

= 0

(d) lim
n!1

p
n+ 1�

p
n = 0

(e) lim
n!1

3
p
n+ 1� 3

p
n = 0

(f) limn2
n!1

�
3
p
n+ 1� 3

p
n
�
= 1

3
:

(g) lim
n!1

1
n
sin (n!) = 0

(h) lim
n!1

1
(2n)!

(1! + 2! + � � �n!) = 0

6. Aratati ca un sir convergent este marginit.

xvi
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7. Este adevarata propozitia "daca (an) este un sir marginit atunci el este conver-

gent"? Justi�cati raspunsul dat.

8. Stabiliti limita -daca exista- pentru �ecare dintre sirurile de mai jos.

(a) 1; 2; 3; � � �

(b) 1;�1; 1;�1; 1; � � �

(c) (1n)

(d)
�
1 + 1

2
+ 1

22
+ � � �+ 1

2n

�
(e) n

lnn10

(f)
�
n sin �

n

�
(g)

�
tg �
n

arctg �
n

�
(h)

p
2;
p
2
p
2;

q
2
p
2
p
2; � � �

(i)
�
1+3+���+(2n�1)

n+1
� 2n+1

2

�
(j)

�
n+(�1)n
n�(�1)n

�
(k)

�
2n+1+3n+1

2n+3n

�
(l)

�
n sinn!
(n+1)2

�
9. Sirurile (an)n�1 si (bn)n�1 au proprietatile:

(i) a1 � a2 � � � � � an � bn � bn�1 � � � � � b1 pentru orice n 2 N; n � 2

xvii
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(ii) an � bn ! 0

Aratati ca sirurile sunt convergente si ca au aceasi limita.

10. Demonstrati ca daca (an)n�1 converge, atunci
��� lim
n!1

an

��� = lim
n!1

janj :

11. Demonstrati ca daca (an)n�1 converge si an � 0, pentru orice n 2 N; atunci limn!1

p
an =q

lim
n!1

janj:

12. Dovediti ca, daca a > 0; atunci lim
n!1

an

n!
= 0:

13. Calculati lim
n!1

n!
nn
:

14. Fie (an)n�1 un sir de numere reale si (pn)n�1 un sir de numere pozitive astfel incat

lim
n!1

1
nP
k=1

pk

= 0:

(a) Demonstrati ca daca (an)n�1 converge la a, atunci limn!1

nP
k=1

pkak

nP
k=1

pk

= a:

(b) Dati un exemplu care sa dovedeasca faptul ca din convergenta sirului

0B@
nP
k=1

pkak

nP
k=1

pk

1CA
nu rezulta convergenta sirului (an) :

15. Aratati ca exista doua siruri (an) si (bn) astfel incat an !1; bn ! �1 iar sirul

(an + bn) diverge.

16. Aratati ca exista doua siruri (an) si (bn) astfel incat an !1; bn ! �1 iar sirul

(an + bn) converge.
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17. Fie � 2 R: Aratati ca exista doua siruri (an) si (bn) astfel incat an !1; bn ! �1

si an + bn ! �:

18. Aratati ca

(a) lim
n!1

n
p
n2 = 1

(b) lim
n!1

lnn
n
= 0

(c) lim
n!1

an

n!
= 0; a 2 R

(d) lim
n!1

�
1� 1

n

��n
= e

(e) lim
n!1

1!+2!+���+n!
(2n)!

= 0

(f) lim
n!1

[an]
n
= 0; a 2 R

19. Sa se arate ca daca an ! a 2 R� atunci exista � > 0 astfel incat janj � � pentru

orice numar natural n:

20. Fie (an) un sir nemarginit. Aratati ca exista un subsir (bn) al sirului dat astfel ca

lim
n!1

jbnj =1:

21. Fie (an) un sir marginit si divergent. Aratati ca exista doua subsiruri ale sirului

dat care sunt convergente dar au limite diferite.

22. Demonstrati Teorema Stolz_Cesàro:

Daca (an) este un sir de numere reale si (bn) este un sir crescator si nemarginit

astfel ca sa existe L := lim
n!1

an+1�an
bn+1�bn atunci exista lim

n!1
an
bn
si lim
n!1

an
bn
= L:
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Indicatie. In exercitiul 14 luati pn := bn+1 � bn si un alt sir adecvat.

23. Demonstrati Teorema lui Cauchy:

Daca (an) este un sir de numere pozitive si exista lim
n!1

an+1
an

:= L atunci exista si

lim
n!1

n
p
an si lim

n!1
n
p
an = L:

24. Aratati ca

(a) lim
n!1

nP
k=1

1
k(k+1)

= 1

(b) lim
n!1

nP
k=1

k�1
k!
= 1

(c) lim
n!1

nP
k=1

2k+1
k2(k+1)2

= 1

(d) lim
n!1

nP
k=1

k(k+1)
(2k)2

=1

(e) lim
n!1

nP
k=1

k+2
k(k+1)

2�k = 1

(f) limna
n!1

nQ
k=3

k2�1
k2+k�6 = 20;daca a = 1 si limn

a

n!1

nQ
k=3

k2�1
k2+k�6 = 0;daca a < 1:

25. Demonstrati ca
�
[10n

p
2]

10n

�
este un sir Cauchy de numere rationale a carui limita

nu este un numar rational.

26. Comentati a�rmatia: daca (an) este un sir convergent de numere reale iar f :

R! R este o functie injectiva atunci (f (an)) este un sir convergent.

27. Stabiliti natura sirurilor:
�
(�1)np

n

�
; (
p
n) ;

�
n
lnn

�
;
�
lnn
n

�
:
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28. Aratati ca lim
n!1

(an � bn) poate se existe fara ca ambele limite lim
n!1

an si lim
n!1

bn sa

existe.

29. Aratati ca lim
n!1

anbn poate se existe fara ca ambele limite lim
n!1

an si lim
n!1

bn sa

existe.

30. Exista siruri Cauchy care sa aiba doua limite diferite? Explicati raspunsul.

31. Aratati ca:

(a) lim
n!1

�
2

nP
k=1

2k+1
n+1

� 2n� 1
�
= 1

(b) lim
n!1

nP
k=1

1
k(k+1)(k+2)

= 1
4

(c) lim
n!1

nP
k=1
(k3+k2)

nP
k=1

1
k(k+1)(k+2)

= 1
4

(d) lim
n!1

nP
k=0

2�k

nP
k=0

3�k
= 4

3

(e) lim
n!1

nP
k=1

k24k

(k+1)(k+2)
=1

32. Fie 0 < a < 1: Dovediti ca

(a) lim
n!1

an = 0

(b) lim
n!1

a
1
n = 1

33. Demonstrati ca sirul ( n
p
n)n�2 este descrescator si are limita 1.
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Indicatie. Aratati ca
�
1 + 1

n

�n � n pentru n su�cient de mare, apoi ca (n+ 1) 1
n+1 <

n
1
n :

34. Demonstrati Teorema lui Heine:

Fie f : A � R! R o functie si a un punct de acumulare al multimii A: Atunci

exista L := lim
x!a
f(x) daca si numai daca [pentru orice sir (an)n�1 cu proprietatile:

an 2 A�fag pentru orice n � 1 si an ! a =) f (an)! L]:

35. Aratati ca

(a) lim
n!1

nP
k=2

ln (1� k�2) = � ln 2:

(b) lim
n!1

nP
k=1

�q
1 + k

n2
� 1
�
= 1

4
:

(c) lim
n!1

nP
k=1

�
pP
i=0

ki
�� 1

p

= 1, unde p 2 N��f1g:

(d) lim
n!1

nP
k=1

k
�p
k3 + k � k

��1
=1:

36. Fie (an)n�1 un sir de numere reale.. Sa se arate ca (an) este strict monoton (i.e.

strict crescator sau strict descrescator) daca si numai daca (an � an+1) (an+1 � an+2) >

08n � 1:

37. Fie (an)n�1 un sir de numere reale. Este adevarata a�rmatia: "(an) este monoton

daca si numai daca (an � an+1) (an+1 � an+2) � 0 8n � 1"?

38. Sa se arate ca sirurile
�
sin n�

2

�
si
�
cos n�

4

�
sunt divergente.
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39. Fie (an)n�0 un sir de�nit prin recurenta: a0 6= 0, an = arctgan�1; pentru orice

n � 1: Sa se calculeze limita sa.

40. Sa se arate ca nu exista siruri strict crescatoare de numere naturale (an)n�1 cu

propritatea ca an + am = anm pentru orice n;m 2 N�:

41. Fie a; b 2 R: Sa se arate ca

(a) lim
n!1

an = l; unde l = 0 daca jaj < 1; l =1 daca a > 1 si l = 1 daca a = 1:

(b) lim
n!1

ja2�1j+ja+2jean
ja+3j+j(a�1)(a�2)jean = l; unde l = 0 daca a 2 R�+�f2g; l = 1 daca

a 2 f�3; 2g si l =
���a2�1a+3

��� daca a 2 R���f�3g.
(c) Sirul

�
na+(�1)n
na�(�1)n

�
n�1

este convergent.

(d) lim
n!1

an+(�a)n
(a+b)n

= 0; unde a; b > 0:

(e) Daca jaj ; jbj < 1 sau jaj ; jbj > 1 sirul
�
1+a+a2+���+an
1+b+b2+���+bn

�
n�1

este divergent daca

si numai daca 1 < jbj < jaj si ab > 0.

42. Sirul (an)n�0 are limita a 2 R: Sa se arate ca limn!1
5
p
an = 5

p
a:

43. Sa se arate ca

(a) lim
n!1

h
n!(n+2k)!
(n+k)!

in�
=

8>>>>>><>>>>>>:
1 daca � < 1

ek
2
daca � = 1

1 daca � > 1
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(b) lim
n!1

�
n�

nP
k=1

k2+4k+1
k2+4k+3

�
= 5

6

(c) lim
n!1

n ln �+�
p
n+1+


p
n+2

�+�
p
n+2+


p
n+3

= �1
2
pentru orice �; �; 
 2 R�+

(d) lim
n!1

nP
k=2

1
k
p
nk+1+1

= 1

(e) limn�1
n!1

nP
k=1

�p
n2 + k + k

��1
= 0:
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A 0.1 Serii de numere reale

Seriile sunt extinderi naturale si riguroase ale sumelor �nite. Fundamentam astfel prin

notiunea de "serie" sintagma "suma cu un numar in�nit de termeni" folosind limita

ii
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unui sir de sume �nite. Astfel, seriile sunt cazuri particulare de siruri. In consecinta tot

ce s-a tratat in precedentul capitol este valabil pentru serii. In plus vom da noi criterii

de convergenta speci�ce doar seriilor.

B 0.1.1 2.1. De�nitia unui serii. Convergenta si divergenta

Desigur, este imposibil sa adunam un numar in�nit de termeni, in general. De aceea

vom apela la notiunea de limita pentru a de�ni riguros o "suma in�nita".

De�nitia 2.1.1. Fie (an)n�1 un sir de numere reale. De�nim cu ajutorul

acestuia sirul (sn)n�1 astfel:

s1 = a1; s2 = a1 + a2; s3 = a1 + a2 + a3; � � � ; sn = a1 + a2 + � � �+ an; � � �

Sirul astfel de�nit, adica sirul
�

nP
k=1

ak

�
n�1

; se numeste serie cu termenul general

an si se noteaza cu unul dintre simbolurile

1P
n=1

an;
P
n�1

an; a1 + a2 + � � � ; sau, cand nu exista pericol de confuzie,
X

an:

Suma sn =
nP
k=1

ak se numeste suma partiala de ordinul n a seriei
1P
n=1

an. Spunem

ca seria
P
an este convergenta daca sirul sumelor sale partiale este convergent; in

caz contrar spunem ca aceasta serie este divergenta. A studia natura unei serii

inseamna a investiga daca seria este convergenta sau divergenta. Limita S -�nita sau

in�nita- a sirului sumelor partiale, daca exista, se numeste suma seriei; identi�cam,

iii
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in acest caz, simbolul seriei cu suma sa, adica scriem S =
1P
n=1

an; sau, echivalent,

lim
n!1

sn =
1P
n=1

an:

Altfel spus, o serie este sirul sumelor partiale.

Seriile al caror indice de insumare nu porneste de la 1 se de�nesc analog.

In matematica si in aplicatiile in inginerie seriile joaca un rol important, in-

deosebi in estimarea aproximativa a unor valori imposibil de determinat exact. De aceea

suntem interesati de doua probleme esentiale legate de o serie data: natura seriei si

estimarea exacta sau aproximativa a sumei.

Observatia 2.1.1. Este important de subliniat ca natura unei serii nu este

afectata de modi�carea unui numar �nit de termeni; in schimb, daca seria este conver-

genta, suma sa este afectata de eventuale modi�cari ale termenilor.

Observatia 2.1.2. Seria
P
n�1

an este divergenta daca si numai daca

lim
n!1

sn nu exista, lim
n!1

sn
n!1

=1; sau lim
n!1

sn = �1:

Observatia 2.1.3. Daca m este un intreg pozitiv �xat si
P
n�1

an este o serie

numerica, atunci seria
P

n�m+1
an se numeste restul de ordinul m a seriei date. De-

sigur, seria
P
n�1

an este convergenta daca si numai daca restul sau ( de orice ordin) este

convergent; in acest caz avem egalitatea
1P
n=1

an = sm +
1P

n=m+1

an:
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Exemplul 2.1.1. Pentru seria
P
n�1

1
n(n+1)

suma partiala de ordinul n este sn :=

nP
k=1

1
k(k+1)

=
nP
k=1

1
k
� 1

k+1
= 1 � 1

n+1
; deci suma sa este egala cu 1, adica

1P
n=1

1
n(n+1)

= 1:

In schimb
1P
n=13

1
n(n+1)

= 1
13
si

1P
n=1

1
n(n+1)

= s12+
1P
n=13

1
n(n+1)

:

Seriile geometrice, pe care le de�nim mai departe, sunt serii de mare impor-

tanta practica. Ele sunt utilizate de multe ori la studiul naturii altor serii, prin asa

numitele criterii de comparatie.

Teorema 2.1.1. Serii geometrice. Fie a; q 2 R; a 6= 0: Atunci seria

geometrica
1P
n=1

aqn = aq + aq2 + � � � este convergenta daca si numai daca jqj < 1; in

acest caz
1P
n=1

aqn = aq
1�q :

Demonstratie. Deoarece suma partiala de ordinul n este suma unei progresii

geometrice cu ratia q avem

sn =
nP
k=1

aqk =

�
an; daca q = 1
a1�q

n

1�q , daca q 6= 1

Concluzia teoremei decurge imediat din faptul ca lim
n!1

a � n = signa � 1; si din faptul

ca pentru q 6= 1 sirul (qn) este convergent -si are limita 0- daca si numai daca jqj < 1:�

Observatia 2.1.4. Daca in seria geometrica primul indice este 0 atunci

1P
n=0

aqn = a+ aq + aq2 + � � � chiar daca q = 0; deci convenim ca 00 := 1:

Exemplul 2.1.2.
1P
n=1

�
2
3

�n
= 2

3
1

1� 2
3

= 2: Deci seria este convergenta si suma

sa este 2:
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Exemplul 2.1.3.
1P
n=0

�
2
3

�n
= 1 + 2

3
+
�
2
3

�2
+ � � � = 1

1� 2
3

= 3: Deci seria este

convergenta si suma sa este 3: De altfel seria noastra este restul de ordinul 1 al seriei

de la exemplul precedent.

Exemplul 2.1.4.
1P
n=1

�
3
2

�n
= 1: Deci seria este divergenta si suma sa este

1:

Exemplul 2.1.5. Seria
1P
n=1

�
�3
2

�n
este divergenta si nu are suma, deoarece

sirul sumelor partiale nu are limita.

Exemplul 2.1.6. Restul de ordinul 13 al seriei
1P
n=1

1
13n

este
1P
n=14

1
13n

=

1
1314

1
1� 1

13

= 1
1313�14 :

Un prim criteriu de convergenta pentru serii cu termeni pozitivi decurge ime-

diat din teorema sirurilor monotone.

Propozitia 2.1.1. Fie an � 0 pentru orice n 2 N: Atunci seria
1P
n=0

an este

convergenta daca si numai daca sirul sumelor partiale este superior marginit.

O teorema cu demonstratie simpla, dar deseori extrem de utila la stabilirea

divergentei unei serii este testul limitei.

Teorema 2.1.2. Testul limitei. Daca seria
1P
n=1

an este convergenta atunci

lim
n!1

an = 0:
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Demonstratie. Deoarece
1P
n=1

an este convergenta rezulta ca

lim
n!1

an = lim
n!1

�
nP
k=1

ak �
n�1P
k=1

ak

�
=

1P
n=1

an �
1P
n=1

an = 0:�

Exemplul 2.1.7. Conform testului limitei si exercitiului 35 de la capitolul

precedent, seria
1P
n=1

nP
k=1

�q
1 + k

n2
� 1
�
este divergenta.

Implicatia inversa (in testul limitei) nu este adevarata, dupa cum rezulta din

urmatorul contraexemplu.

Exemplul 2.1.8. Seria armonica
1P
n=1

1
n
este divergenta, iar termenul sau

general tinde la zero.

Intr-adevar sumele partiale de ordinul n; sn :=
nP
k=1

1
k
, formeaza un sir crescator.

Daca vom arata ca (sn) are un subsir (sin) nemarginit urmeaza imediat ca (sn) - deci

seria armonica - este divergenta. Alegem in = 2
n: Avem

s2n =
2nP
k=1

1

k
= 1 +

2nP
k=2

1

k
= 1 +

n�1P
i=0

2i+1P
k=2i+1

1

k
� 1 +

n�1P
i=0

2i+1P
k=2i+1

1

2k+1
� 1 +

n�1P
k=0

2k
1

2k+1
=

= 1 +
n�1P
k=0

1

2
= 1 +

n

2
!1

si a�rmatia este dovedita. Deci
1P
n=1

1
n
=1:

Extindem seria armonica astfel:
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Teorema 2.1.3. Seria armonica generalizata
1P
n=1

1
n�
este convergenta

daca si numai daca � > 1:

Demonstratie. Daca � � 1 atunci 1
k�
� 1

k
pentru orice k; deci

nP
k=1

1
k�
�

nP
k=1

1
k

si, cum seria armonica este divergenta, avem lim
n!1

nP
k=1

1
k�
� 1, i.e. seria armonica

generalizata este si ea divergenta.

Fie acum � > 1: Sa remarcam ca sirul sumelor partiale (sn)n�1 este strict

crescator. Daca aratam ca el este si marginit superior atunci dovedim ca este convergent

(teorema sirurilor monotone si marginite). Sa aratam acest lucru folosind tehnica de la

exemplul 2.1.8. Avem

sn < s2n =
2nP
k=1

1
k�
= 1+

n�1P
i=0

2i+1P
k=2i+1

1
k�
� 1+

n�1P
i=0

2i+1P
k=2i+1

1
k

1
k��1 � 1+

n�1P
i=0

1

(2i)
��1

2i+1P
k=2i+1

1
k
�

� 1 +
n�1P
i=0

1

(2��1)i
= 1 + 1

1�2
1

��1
<1 �

Incheiem sectiunea cu un criteriu de converganta pentru serii cu termeni poz-

itivi.

Teorema 2.1.3. Criteriul de condensare a lui Cauchy. Fie (an)n�1 un

sir descrescator de numere pozitive. Atunci seria
1P
n=1

an este convergenta daca si numai

daca seria
1P
n=1

2na2n este convergenta.
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B 0.1.2 2.2. Operatii cu serii convergente

Similar sirurilor, seriile convergente pot � usor adunate, scazute , multiplicate cu nu-

mere. Inmultirea a doua serii este mai complicata; de aceea o tratam separat.

Teorema 2.2.1. Operatii cu serii convergente. Fie
1P
n=1

an si
1P
n=1

bn; doua

serii convergente si � 2 R: Atunci:

1. Seria
1P
n=1

an + bn este convergenta si
1P
n=1

an + bn =
1P
n=1

an +
1P
n=1

bn:

2. Seria
1P
n=1

an � bn este convergenta si
1P
n=1

an � bn =
1P
n=1

an �
1P
n=1

bn:

3. Seria
1P
n=1

�an este convergenta si
1P
n=1

�an = �
1P
n=1

an:

Demonstratie.

...............................................................................�

O alta proprietate a sumelor �nite generalizabila la sumele unor serii conver-

gente este urmatoarea:

Propozitia 2.2.2. Fie
1P
n=0

an si
1P
n=0

bn doua serii convergente astfel incat

an � bn pentru orice n 2 N�: Atunci
1P
n=0

an �
1P
n=0

bn:

Demonstratie.

...............................................................................�
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B 0.1.3 2.3. Criterii pentru serii cu termeni oarecare

Criteriul general de convergenta a lui Cauchy de la siruri are o exprimare eleganta la

serii. Observam ca, pentru seria
1P
n=0

an diferenta sumelor partiale sn+p si sn este

sn+p � sn = an+1 + an+2 + � � �+ an+p

Obtinem astfel:

Teorema 2.3.1. Criteriul general de convergenta a lui Cauchy. Seria
1P
n=0

an este convergenta daca si numai daca

8� > 09n� 2 N : jan+1 + an+2 + � � �+ an+pj < �8n � n� si 8p 2 N�:

Atunci cand semnul termenului general se modi�ca in functie de indicele de

insumare este adesea posibil sa putem dovedi convergenta seriei cu teorema lui Abel.

Teorema 2.3.1. Teorema lui Abel. Fie (�n)n�1 si (un)n�1 doua siruri

numerice astfel incat

(i) (�n)n�1 este un sir descrescator de numere pozitive cu limita nula, i.e. �n & 0;

(ii) exista o constanta pozitiva M astfel ca

���� nP
k=0

uk

���� �M pentru orice n 2 N�:

Atunci seria
1P
n=0

�nun este convergenta.

..................................................................................................................�
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O consecinta a teoremei lui Abel este criteriul lui Leibniz pentru seriile alter-

nate.

De�nitia 2.3.1. Spunem ca seria
1P
n=0

un este o serie alternata daca un �

un+1 < 0 pentru orice n 2 N. Deci
1P
n=0

un =
1P
n=0

(�1)n junj sau
1P
n=0

un =
1P
n=0

(�1)n�1 junj :

Luand acum un = (�1)n in teorema lui Abel obtinem (pentru M = 1) urma-

torul corolar.

Consecinta. Criteriul lui Leibniz. Daca �n & 0 atunci seria alternata

1P
n=0

(�1)n �n este convergenta.

B 0.1.4 2.4.Absolut convergenta si convergenta neconditionata

O clasa importanta de serii numerice este aceea a seriilor absolut convergente.

De�nitia 2.4.1. Spunem ca seria
1P
n=0

an este o serie absolut convergenta

daca seria modulelor
1P
n=0

janj este o serie convergenta.

Absolut convergenta implica convergenta.

Teorema 2.4.1. O serie absolut convergenta este o serie convergenta. Daca
1P
n=0

an este o serie absolut convergenta atunci���� 1P
n=0

an

���� � 1P
n=0

janj

Demonstratie. Vom folosi criteriul general de convergenta a lui Cauchy de

xi
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doua ori. Fie
1P
n=1

an o serie absolut convergenta. Fie � > 0: Conform criteriului general

de convergenta a lui Cauchy rezulta ca exista un rang n� 2 N astfel incat

jan+1j+ jan+2j+ � � � jan+pj < �8n � n�; 8p � 1:

de aici rezulta ca

jan+1 + an+2 + � � � an+pj � jan+1j+ jan+2j+ � � � jan+pj < �8n � n�; 8p � 1:

Prin urmare, conform criteriului general de convergenta a lui Cauchy rezulta ca seria

1P
n=1

an este convergenta.

Deoarece lim
n!1

ja0 + a1 + � � � anj � lim
n!1

ja0j + ja1j + � � � janj urmeaza imediat

ca

���� 1P
n=0

an

���� � 1P
n=0

janj :�

Desigur, reciproca acestei teoreme este falsa, dupa cum arata urmatorul con-

traexemplu.

Exemplul 2.4.1. Seria armonica generalizata
1P
n=1

(�1)n�1 1
n�
este absolut

convergenta daca � > 1; in schimb daca � 2 (0; 1] ea este convergenta fara sa �e

absolut convergenta.

S-a incetatenit (prin abuz de limbaj) termenul de serie semiconvergenta.

De�nitia 2.4.3. O serie care este convergenta dar nu este absolut convergenta

poarta numele de serie semiconvergenta.

Exemplul 2.4.2. Seria
1P
n=1

ln
�
1 + 1

n

�(�1)n
; unde � < 0; este semiconvergenta.
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Natural, inmultirea seriilor trebuie sa �e similara inmultirii sumelor �nite.

Aceasta remarca ne conduce la de�nirea produsului Cauchy a doua serii.

De�nitia 2.4.2. Fie
1P
n=0

an si
1P
n=0

bn doua serii. Seria
1P
n=0

cn unde cn :=

nP
k=1

akbn�k se numeste produsul Cauchy a seriilor
1P
n=0

an si
1P
n=0

bn:

Absolut convergenta a doua serii atrage absolut convergenta produsului Cauchy.

Mai mult:

Teorema 2.4.2. Teorema produsului Cauchy. Daca seriile
1P
n=0

an si

1P
n=0

bn sunt absolut convergente atunci si produsul lor Cauchy este absolut convrgent,

iar suma produsului Cauchy este egala cu produsul sumelor celor doua serii, adica

1P
n=0

nP
k=1

akbn�k =
1P
n=0

an�
1P
n=0

bn

Demonstratie.

...............................................................................�

De�nitia 2.4.3. Seria
1P
n=0

an converge neconditionat daca si numai daca

pentru orice bijectie � : N! N seria
1P
n=0

a�(n) converge si
1P
n=0

a�(n) =
1P
n=0

an: Daca seria

converge, dar nu converge neconditionat, spunem ca ea converge conditionat.

Teorema urmatoare, a carei demonstratie este mai laborioasa si o omitem,

a�rma echivalenta dintre convergenta neconditionata si convergenta absoluta. Acest

fapt este deosebit de util, deoarece in practica este de multe ori mult mai usor de

veri�cat absolut convergenta unei serii decat convergenta tuturor seriilor obtinute prin
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rearanjarea termenilor.

Teorema 2.4.3. Seria
1P
n=0

an converge neconditionat daca si numai daca ea

converge absolut.

..........................................................................................................................................................

Uneori avem nevoie sa descompunem o serie in mai multe parti. Pentru o

asemenea rearanjare folosim seriile duble. Pentu simplitate vom analiza aici doar con-

vergenta seriilor duble cu termeni nenegativi.

De�nitia 2.4.4. Pentru orice i; j 2 N de�nim perechea (i; j) = fi; fi; jgg si

de�nim N�N := f(i; j) ji; j 2 Ng : O familie (dublu indexata) de numere
�
a(i;j)

	
i;j2N

este o functie de�nita pe N�N cu valori in R: Spunem ca seria dubla
1P
i=0

1P
j=0

a
(i;j)

este

convergenta daca si numai daca pentru orice i 2 N seria
1P
j=0

a
(i;j)

este convergenta si,

in plus, seria
1P
i=0

 
1P
j=0

a
(i;j)

!
este de asemenea convergenta. Uneori scriem

1P
i=0

1P
j=0

a
i;j

in loc de
1P
i=0

1P
j=0

a
(i;j)
:

Teorema 2.4.4. Fie
�
a(i;j)

	
i;j2N o familie de numere nenegative. Atunci

seria dubla
1P
i=0

1P
j=0

a
(i;j)

este convergenta daca si numai daca pentru orice bijectie � :

N� N! N� N seria
1P
i=0

1P
j=0

a
�(i;j)

este convergenta. In acest caz sumele lor coincid.
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B 0.1.5 5. Serii cu termeni pozitivi

Criteriile de convergenta pe care le insiram mai departe se pot folosi nu numai pentru

seriile cu termeni pozitivi ci si pentru a analiza absolut convergenta unor serii al caror

termen general are semnul variabil.

Teorema 2.5.1. Criterii de comparatie. Fie doua serii
1P
n=0

an si
1P
n=0

bn

cu termeni pozitivi.

1. Criteriul I. Daca exista in numar natural n0 astfel incat an � bn pentru orice

n � n0 atunci

(a) convergenta seriei
1P
n=0

bn implica convergenta seriei
1P
n=0

an;

(b) divergenta seriei
1P
n=0

an implica divergenta seriei
1P
n=0

bn:

...........................................................................................................

2. Criteriul II. Presupunem ca exista l := lim
n!1

an
bn
:

(a) Daca l este �nita si nenula (i.e. l 2 (o;1)) atunci cele doua serii au aceeasi

natura.

(b) Daca l = 0 si seria
1P
n=0

bn este convergenta atunci si seria
1P
n=0

an este conver-

genta.
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(c) Daca l = 1 si seria
1P
n=0

bn este divergenta atunci si seria
1P
n=0

an este diver-

genta.

..........................................................................................................

3. Criteriul III. Daca exista in numar natural n0 astfel incat
an+1
an

� bn+1
bn

pentru

orice n � n0 atunci

(a) convergenta seriei
1P
n=0

bn implica convergenta seriei
1P
n=0

an;

(b) divergenta seriei
1P
n=0

an implica divergenta seriei
1P
n=0

bn:

.............................................................................................................................

Teorema 2.5.2. Testul raportului (D�Alembert). Fie
1P
n=0

an o serie cu

termeni pozitivi.

1. Daca exista q < 1 astfel incat an+1
an

� q pentru orice n atunci seria
1P
n=0

an este

convergenta.

2. Daca an+1
an

� 1 pentru orice n atunci seria
1P
n=0

an este divergenta.

3. Sa presupunem ca exista l := lim
n!1

an+1
an
:

(a) Daca l < 1 atunci seria
1P
n=0

an este convergenta.

(b) Daca l > 1 atunci seria
1P
n=0

an este divergenta.
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...........................................................................................................................................

Teorema 2.5.3. Testul radicalului (Cauchy). Fie
1P
n=0

an o serie cu ter-

meni pozitivi.

1. Daca exista q < 1 astfel incat n
p
an � q pentru orice n atunci seria

1P
n=0

an este

convergenta.

2. Daca n
p
an � 1 pentru orice n atunci seria

1P
n=0

an este divergenta.

3. Sa presupunem ca exista l := lim
n!1

n
p
an:

(a) Daca l < 1 atunci seria
1P
n=0

an este convergenta.

(b) Daca l > 1 atunci seria
1P
n=0

an este divergenta.

...........................................................................................................................................

Teorema 2.5.4. Criteriul lui Kummer. Fie
1P
n=0

an o serie cu termeni

pozitivi . Presupunem ca exista un sir de numere pozitive (�n)n�o si un numar natural

n0 astfel incat

1. exista q > 0 iar �n an
an+1

��n+1 � q pentru orice n � n0; atunci seria
1P
n=0

an este

convergenta.

2. �n an
an+1

� �n+1 � 0 pentru orice n � n0; atunci seria
1P
n=0

an este divergenta.
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........................................................................................................................................

Consecinta. Testul Raabe-Duhamel. Fie
1P
n=0

an o serie cu termeni pozi-

tivi si n0.un numar natural.

1. Daca exista exista q > 1 astfel incat n
�

an
an+1

� 1
�
� q pentru orice n � n0 atunci

seria
1P
n=0

an este convergenta.

2. Daca n
�

an
an+1

� 1
�
� 1 pentru orice n � n0 atunci seria

1P
n=0

an este divergenta.

3. Sa presupunem ca exista l := lim
n!1

n
�

an
an+1

� 1
�
:

(a) Daca l > 1 atunci seria
1P
n=0

an este convergenta.

(b) Daca l < 1 atunci seria
1P
n=0

an este divergenta.

...........................................................................................................................................

B 0.1.6 6. Calculul aproximativ al sumelor unor serii conver-

gente

Sumele seriilor convergente ce apar in tehnica nu se pot calcula exact, in general.

Dar, folosind estimari adecvate ale restului unei asemenea serii, putem calcula suma

acesteia cu acuratetea ceruta de problema concreta cu ajutorul sumelor partiale. In
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acest paragraf trecem in revista cateva modalitati de estimare a restului si de aproximare

a sumelor unor serii convergente.

Reamintim ca seria
1P
n=0

an are aceeasi natura cu seria rn =
1P

m=n+1

am (restul

de ordinul n). In plus

seria
1P
n=0

an este convergenta daca si numai daca lim
n!1

rn = 0;

in acest caz s = sn+ rn; unde s este suma seriei, iar sn este suma partiala de ordinul n.

Cu alte cuvinte putem spune ca, daca n este su�cient de mare, suma partiala de ordin

n aproximeaza suma exacta s. Scriem

sn � s

si, in acest caz, spunem ca sn aproximeaza suma s; iar eroarea in aceasta aproximare

este jrnj :

Prima estimare o facem pentru seriile a caror convergenta o putem stabili cu

testul raportului.

Teorema 2.6.1. Fie
1P
n=0

an o serie cu termeni pozitivi. Presupunem ca exista

q < 1 astfel incat an+1
an

� q pentru orice n 2 N: Atunci suma restului de ordin n veri�ca

inegalitatea

rn �
an+1
1� q 8n 2 N:

Demonstratie.
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.....................................................................................................................................................

Daca putem stabili convergenta unei serii cu testul radicalului, estimarea

restului este similara.

Teorema 2.6.2. Fie
1P
n=0

an o serie cu termeni pozitivi. Presupunem ca exista

q < 1 astfel incat n
p
an � q pentru orice n 2 N: Atunci

rn �
an+1
1� q 8n 2 N:

Demonstratie.

.....................................................................................................................................................

Pentru seriile alternate care veri�ca ipoteza criteriului lui Leibniz termenul de

ordin n+ 1 asigura o estimare a restului de ordin n.

Teorema 2.6.3. Daca
1P
n=1

(�1)n�1 �n este o serie alternata, �n & 0; iar rn

este restul de ordinul n atunci

jrnj �
�n+1
1� q 8n 2 N:

Demonstratie.

.....................................................................................................................................................
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B 0.1.7 7. Exercitii

1. Fie m 2 N si an 2 R pentru orice n � m: De�niti seria
1P
n=m

an:

2. Scrieti termenul general pentru seriile:

(a) 1
3
+ 3

5
+ 5

7
+ 7

9
+ � � �

(b) 1
3
� 3

5
+ 5

7
� 7

9
+ � � �

(c) 1
3
+ 2

5
+ 3

7
+ 4

9
+ � � �

(d) 1
3
� 1

32
+ 1

33
� 1

34
+ � � �

(e) 1 + 2
2
+ 3

4
+ 4

8
+ � � �

(f) 1 + 1
2
+ 3 + 1

4
+ 5 + 1

8
+ � � �

(g) �1 + 1� 1 + 1� 1 + � � �

(h) 1
3!
� 3

5!
+ 5

7!
� 7

9!
+ � � �

(i) 2
3
+ 2�4

3�5 +
2�4�6
3�5�7 + � � �

3. Calculati (daca exista) sumele seriilor:

(a) 2 + 20 + 21 + 22 + � � �

(b)
1P
n=0

3�3n:

(c)
1P
n=0

33n

43n+1
:

(d) 2�1 + 2�2 + 2�3 + � � �
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(e)
1P
n=0

3n�2

4n+2
:

(f) 2 + 2�1 + 21 + 2�2 + 22 + � � �

(g)
1P
n=1

1
n�
, � � 1:

4. Dati un exemplu de doua serii
1P
n=1

an;
1P
n=1

bn divergente pentru care seria
1P
n=1

an+bn

este convergenta.

5. Veri�cati conditia necesara de convergenta (testul limitei) pentru seriile de mai

jos.

(a) 1
3
+ 1

3
+ 1

3
+ � � �

(b) 1
3
+ 3

5
+ 5

7
+ � � �

(c) 1
3
+
�
3
5

�2
+
�
5
7

�3
+ � � �

(d) 2
p
2 + 3

p
3 + 4

p
4 + � � �

(e) sin �
p
2 + sin�

p
5 + sin�

p
10 + sin �

p
17 + � � �

6. Este posibil ca doar una dintre seriile
1P
n=1

an;
1P
n=1

bn sa �e divergenta iar seria

1P
n=1

an + bn sa �e convergenta?

7. Este posibil ca seria
1P
n=1

�an (unde � 2 R) sa �e convergenta iar
1P
n=1

an sa �e

divergenta?
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8. Convertiti �ecare dintre urmatoarele numere in fractii. Aici bara deasupra unui

grup de cifre indica periodicitatea grupului respectiv.

(a) 0,123;

(b) 0,333;

(c) 0,31;

(d) 0,133;

(e) 0,00123:

9. Demonstrati Propozitia 2.1.1.

10. Calculati sumele seriilor
1P
n=1

an.

(a) an = 2n+1
n2(n+1)2

;

(b) an = 1
n�
; � � 1;

(c) an = 2n�1
n+1

;

(d) an = 2n2�1
n2+1

;

(e) an = 2n�1
n2+1

;

(f) an =
p
n+ 1�

p
n;

(g) an = 3
p
n+ 1� 3

p
n = 0;

(h) an = n�
�
3
p
n+ 1� 3

p
n
�
; � � 2

3
;
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(i) an = 1
n�n! (1! + 2! + � � �n!) :

11. Demonstrati Propozitia 2.2.2.

12. Studiati natura seriilor de mai jos folosind criterii de comparatie adecvate ori

testul limitei.

(a) 2� 2 + 2� 2 + � � �

(b) 3
4
+ 1

2

�
3
4

�2
+ 1

3

�
3
4

�3
+ � � �

(c) 3
4
+ 4

5
+ 5

6
+ � � �

(d) 1p
2
� 1

3p2 +
1
4p2 �

1
5p2 + � � �

(e) 1
4
+ 1

14
+ 1

104
+ 1

1004
+ � � �

(f) 1p
2
+ 1p

2�3 +
1p
3�4 +

1p
4�5 + � � �

(g) 1p
2
+ 1p

22�3 +
1p
23�4 +

1p
24�5 + � � �

(h) 3
42
+ 4

52
+ 5

62
+ � � �

(i) 1
2
+

3p2
3
p
2
+

3p3
4
p
3
+ � � �

13. Explicati de ce din faptul ca din lim
n!1

an 6= 0 rezulta ca seria
P
an este divergenta.

14. Studiati natura seriilor de mai jos folosind criteriul raportului.

(a) 1
2
+

3p2
3
p
2
+

3p3
4
p
3
+ � � �
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(b) 3p
2
+ 5p

4
+ 7p

8
+ � � �

(c) 2
1
+ 2�5

1�5 +
2�5�8
1�5�9 + � � �

15. Demonstrati criteriul de condensare a lui Cauchy.

Indicatie. Folositi ideea demonstratiei facute la seria armonica.

16. Demonstrati ca seria
1P
n=1

an este absolut convergenta daca si numai daca sirul�
nP
k=1

ak

�
k�1

este marginit.

17. Studiati natura seriei cu ajutorul criteriului radicalului.

(a) 2
1
+
�
3
3

�2
+
�
4
5

�3
+
�
5
7

�4
+ � � �

(b) 1
2
+
�
2
5

�2
+
�
3
8

�5
+
�
4
11

�7
+ � � �

18. Aratati ca seria
1P
n=1

(�1)n�1 1
n
este convergenta aratand ca sirul sumelor partiale

este fundamental.

Indicatie. Aratati ca

���� nP
k=m

(�1)k�1 1
k

���� � 1
m
+ 1

n
. Atentie la faptul ca m si n pot �

impari sau pari!

19. Studiati natura seriei.

(a) 1
2!
+ 3

4!
+ 4

5!
+ 5

6!
+ � � �

(b) 1
3
+ 1

8
+ 1

15
+ 1

24
+ � � �

(c) 1
1�4 +

1
4�7 +

1
7�10 +

1
10�13 + � � �
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(d)
1P
n=1

n
p
2

(n2+1)
p
3

(e)
1P
n=1

n
p
3

(n2+1)
p
2

(f)
1P
n=1

�
3n2

3n2+1

�n
(g)

1P
n=1

�
3n2

3n2+1

��n
(h)

1P
n=1

�
3n

3n2+1

�n
(i)

1P
n=1

2n+1
(n+1)2(n+2)2

(j)
1P
n=1

�
2n+1
3n+1

�n
2

(k)
1P
n=1

1

n lnn� 3p
ln2 n

(l)
1P
n=1

1

n 3pn� 4p
n3

(m)
1P
n=1

1
3p
n4� 4p

n3

(n)
1P
n=1

n10

�n

(o)
1P
n=1

n!
�n

(p)
1P
n=1

2n

n!

(q)
1P
n=1

2nn!
�n

(r)
1P
n=1

3nn!
�n

(s)
1P
n=1

enn!
�n

(t)
1P
n=1

(2n)!!
(2n+1)!!
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(u)
1P
n=1

h
(2n)!!
(2n+1)!!

i2
(v)

1P
n=1

h
(2n)!!
(2n+1)!!

i 1
2
:

20. Aratati ca sirul (an)n�1 este convergent daca si numai daca seria
1P
n=1

(an+1 � an)

este convergenta si ca, in acest caz lim
n!1

an = a1 +
1P
n=1

(an+1 � an) :

21. Folositi propozitia 2.1.1. pentru a demonstra teorema sirurilor monotone.

22. Studiati natura seriei cu termenul general an:

(a) an = an; a > 0

(b) an = a�n; a > 0

(c) an = an

bn
; a; b > 0

(d) an = sinnx
n�

unde x; � 2 R

(e) an =
arctgn!x
2n

unde x 2 R

(f) an = n�1 n
p
(a+ 1) (a+ 2) � � � (a+ n), unde a > 0

(g) an = n
(2n+1)!!

(h) an = arctg 1
n2+n+1

(i) an = 3n�1 sin x
3n
, unde x 2 R

(j) an = an
2
; a 2 R
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23. Fie
1P
n=1

an o serie convergenta si (nk)k�0 un sir strict crescator de numere naturale

cu n0 = 1: Fie Ak :=
nk�1P
i=nk�1

ai pentru orice k 2 N: Aratati ca seria
1P
k=1

Ak este

convergenta si
1P
k=1

Ak =
1P
n=1

an:

24. Studiati convergenta seriilor de mai jos.

(a)
1P
n=1

(n!)2

(2n)!

(b)
1P
n=1

�
(n!)2

(2n)!

�2
(c)

1P
n=1

�
(n!)2

(2n)!

��2
(d)

1P
n=1

arcsin 1
3pn

(e) 1p
1�4 +

1p
4�7 +

1p
7�10 +

1p
10�13 + � � �

(f)
1P
n=1

sin 3
p

n
n3+1

(g)
1P
n=1

ln n3

n3+1

(h)
1P
n=1

ln 3

q
n3

n3+1

(i)
1P
n=1

1
lnn

(j)
1P
n=1

1
n lnn

(k)
1P
n=1

1
n lnn ln lnn

(l)
1P
n=1

�
1� cos �

n

�
(m)

1P
n=1

n!
nn
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(n)
1P
n=1

2n�n!
nn

(o)
1P
n=1

�n�n!
nn
:

25. Sa se studieze natura seriei armonice generalizate
1P
n=1

1
n�
folosind testul limitei si

criteriul de condensare a lui Cauchy.

26. Determinati suma seriei.

(a)
1P
n=1

n � jajn ; a 2 R

(b)
1P
n=1

n
(n+1)!

(c)
1P
n=1

n
(2n+1)!!

(d)
1P
n=1

(2n�1)!!
(2n+2)!!

(e)
1P
n=1

(a+1)(a+2):::(a+n)
(b+1)(b+2):::(b+n)

; a� b < 1

(f)
1P
n=1

n2

n!
stiind ca

1P
n=0

1
n!
= e

(g)
1P
n=1

n3

n!
stiind ca

1P
n=0

1
n!
= e:

27. Aratati ca sirul (cn)n�1 ; unde cn =
�

nP
k=1

1
k

�
� lnn este convergent si limita sa,

notata cu c si numita constanta lui Euler, este in intervalul (0; 1) : Demonstrati

apoi ca
1P
n=1

1
n
� ln n+1

n
= c:

28. Studiati convergenta seriilor urmatoare.

(a) ln 2
3
+ ln 4

5
+ ln 6

7
+ � � �
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(b) ln 2
3
� ln 4

5
+ ln 6

7
� � � �

(c) ln 2
32
+ ln 4

52
+ ln 6

72
+ � � �

(d) ln 2
32
� ln 4

52
+ ln 6

72
� � � �

(e)
�
ln 2
3

�2
+
�
ln 4
5

�2
+
�
ln 6
7

�2
+ � � �

(f)
�
ln 2
3

�2 � � ln 4
5

�2
+
�
ln 6
7

�2 � � � �
(g) 2

32
+ 4

52
+ 6

72
+ � � �

(h) 2
32
� 4

52
+ 6

72
� � � �

(i) 2
32
+ 4

33
+ 6

34
+ � � �

(j) 2
32
� 4

33
+ 6

34
� � � �

(k) 2
32
+ 4

33
+ 6

34
+ � � �

29. Demonstrati ca suma a doua serii absolut convergente este o serie care converge

absolut.

30. Este posibil sa decidem natura seriilor de mai jos folosind criteriul lui Leibniz?

Analizati daca aceste serii sunt absolut convergente, semiconvergente sau diver-

gente.

(a) 1p
2�1 �

1p
2+1

+ 1p
3�1 �

1p
3+1

+ 1p
4�1 �

1p
4+1

+ � � �

(b) 1p
2
� 1p

3
+ 1p

4
� 1p

5
+ � � �
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(c) 1p
2
3 � 1p

3
3 +

1p
4
3 � 1p

5
3 + � � �

(d) 1� 1
3
+ 1

2
� 1

33
+ 1

22
� 1

35
+ � � �

(e) 1� 1
3
+ 1

3
� 1

32
+ 1

5
� 1

33
+ � � �

(f) 1
3
� 1 + 1

7
� 1

5
+ 1

11
� 1

9
+ � � �

31. Dati un exemplu de serie absolut convergenta a carei suma nu coincide cu suma

seriei modulelor.

32. Intre gra�cele functiilor f; g : (0;1)! R; f (x) := 1
x
; g (x) := 1

x2
ducem segmente

echidistante, paralele cu axa Oy: Este suma distantelor dintre aceste segmente -

consecutive si a�ate la stanga punctului lor de intersectie- �nita? Dar a celor

a�ate la dreapta acestui punct?

33. Rezolvati problema precedenta pentru functiile f; g : (0;1)! R; f (x) := 1
x3
; g (x) :=

1
x2
:

34. Studiati natura seriilor, a sumei si a diferentei lor.

(a)
1P
n=1

1+n2

2n
si

1P
n=1

(�1)n�n2
2n

:

(b)
1P
n=1

1+n2

n2
si

1P
n=1

(�1)n�n2
n2

:

(c)
1P
n=1

1
2n
si

1P
n=1

1
2n+1

:

35. Fie
1P
n=1

an o serie absolut convergenta si (�n)n�1 un sir marginit. Dovediti ca seria

1P
n=1

�nan converge absolut.
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36. Studiati natura produsului seriilor de mai jos.

(a)
1P
n=1

1+n2

2n
si

1P
n=1

(�1)n�n2
2n

:

(b)
1P
n=1

1+n2

n2
si

1P
n=1

(�1)n�n2
n2

:

(c)
1P
n=1

1
2n
si

1P
n=1

1
2n+1

:

37. Evaluati eroarea comisa prin inlocuirea sumei seriei cu suma primilor 100 de

termeni.

(a)
1P
n=1

(�1)n�1 1
n

(b)
1P
n=1

(�1)n�1 1
n2

(c)
1P
n=1

1
n2

(d)
1P
n=0

1
n!

(e)
1P
n=1

1
nn

38. Determinati suma seriei 3
p
x+( 5

p
x� 3

p
x)+ ( 7

p
x� 5

p
x)+ ( 9

p
x� 7

p
x)+ � � � , unde

x 2 R:

39. Cati dintre termenii seriei trebuie insumati astfel ca eroarea (comisa prin in-

locuirea sumei seriei cu suma �nita corespunzatoare) sa �e mai mica decat 10�2:

(a) 1
3!
+ 1

5!
+ 1

7!
+ � � �

(b) 1
2
+ 2

22
+ 3

23
+ � � �
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(c) �1
2
+ 2

22
� 3

23
+ � � �

(d) 1� 1
22
+ 1

24
� 1

26
+ � � �
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CHAPTER 3

3. FORMULA LUI TAYLOR

Teorema lui Taylor (dupa numele matematicianului Brook Taylor care a dat
o versiune a teoremei in 1712) -teorema care ne ofera formula lui Taylor- este
un instrument fundamental in analiza matematica si in diversele sale aplicatii in
inginerie. Cea mai importanta dintre acestea ofera posibilitatea aproximarii, in
anumite conditii, a unei functii cu o functie polinomiala, facilitand astfel calculul
computerizat.

1. 3.1. Despre aproximarea functiilor

Multe probleme nu pot � rezolvate exact. De aceea este �resc ca aceste prob-
leme sa �e inlocuite cu probleme "apropiate" rezolvabile exact, iar eroarea provenita
din inlocuirea solutiei exacte cu solutia problemei "apropiate" sa poata � estimata.
Aceasta este problema Analizei numerice, un capitol al Analizei matematice cu
vaste aplicatii in practica de zi cu zi. Aproximarea limitei a a unui sir convergent
cu termenul de ordinul n - sa zicem an - este acceptabila daca eroarea ja� anj este
mai mica decat un numar prestabilit - sa zicem �; scriem in acest caz a � an si
spunem ca a este aproximativ egal cu an; eroarea aproximarii �innd mai mica
decat �: Aceasta a fost tehnica pe care am folosit-o in aproximarile de la serii nu-
merice.

Sa consideram acum ca I este un interval de numere reale I (i.e. I este de
forma (�; �) ; [�; �); (�; �]; [�; �]; [�;1); (�;1); etc.) ca a 2 I si ca f : I ! R
este o functie. Fie acum x 2 I: Cea mai grosolana aproximare a valorii f (x) este
f (a) ; adica aproximarea cu o constanta: f (x) � f (a) : Eroarea in acest caz este
jf (x)� f (a)j, poate � foarte mare si, in general este greu de estimat.

Daca f : [a; x] ! R este continua, derivabila pe (a; x) atunci, conform teo-
remei lui Lagrange, exista c 2 (a; x) astfel incat f 0 (c) = f(x)�f(a)

x�a : Deci f (x) =
f (a) + (x� a) f 0 (c) : Daca, in plus derivata este o functie continua pe [a; x] atunci
exista M � 0 astfel ca jf 0 (t)j � M pentru orice t 2 [a; x]: Prin urmare avem o es-
timare a erorii in aproximarea f (x) � f (a) data prin inegalitatea jf (x)� f (a)j �
M jx� aj.

Teorema lui Taylor extinde in mod natural teorema lui Lagrange oferindu-ne
oportunitatea aproximarii controlate a unei functii cu un polinom (functie polino-
miala) de grad n:

xi
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2. 3.2. Teorema lui Taylor

Teorema lui Taylor extinde in mod natural teorema lui Lagrange oferindu-ne
oportunitatea aproximarii controlate a unei functii cu un polinom (functie polino-
miala) de grad n- polinomul lui Taylor de grad n.

De�nitia 3.2.1. Fie I un interval si f : I ! R o functie derivabila de n ori
in a 2 I, unde n 2 N. Functia polinomiala Tn : R ! R de grad mai mic sau egal
cu n de�nita prin

Tn (x) := f (a)+
1

1!
f 0 (a) (x� a)+ 1

2!
f 00 (a) (x� a)2+ 1

3!
f
000
(a) (x� a)3+� � �+ 1

n!
f (n) (a) (x� a)n

sau, pe scurt,

Tn (x) :=
nP
k=0

1

k!
f (k) (a) (x� a)k

se numeste polinomul Taylor de grad n (asociat functiei f in punctul a). (Am
convenit ca derivata de ordin 0 este chiar functia, adica f (0) = f si ca (x� a)0 = 1
chiar daca x = a:) Daca a = 0 atunci Tn se numeste polinomul Maclaurin de
grad n (dupa scotianul Colin Maclaurin)

Functia Rn : I ! R de�nita prin
Rn (x) := f (x)� f (a)

se numeste restul de ordin n (asociat functiei f in punctul a): Daca a = 0 atunci
Rn se numeste restul Maclaurin de ordin n

Observatia 3.2.1. Restul de ordin n indica eroarea pe care o facem in aproxi-
marea f (x) � Tn (x), adica atunci cand inlocuim valoarea exacta f (x) cu valoarea
aproximativa Tn (x) : In cazul n = 0 avem Tn (x) = f (a), iar daca sunt indeplinite
conditiile din teorema lui Lagrange exista c 2 I astfel incat Rn (x) = (x� a) f 0 (c) :

Prin inductie matematica se arata ca:
Propozitia 3.2.1. Daca f este o functie polinomiala de grad n atunci polino-

mul Taylor de grad n asociat coincide cu f .

Similar se arata ca
Propozitia 3.2.2. Fie f este o functie derivabila de n ori in a si Tn (x)

polinomul Taylor asociat. Atunci f (k) (a) = T (k)n (a) pentru k = 0; 1; :::; n:

Teorema care urmeaza ne da o estimare -similara celei date de teorema lui
Lagrange -a erorii din aproximarea f (x) � Tn (x) pentru un n natural oarecare.

Teorema 3.2.1. Teorema lui Taylor cu rest Lagrange. Fie I un interval,
f : I ! R o functie derivabila de n + 1 ori si a; x 2 I; a 6= x. Atunci exista un
numar � intre a si x (adica � 2 (min (a; x) ;max (a; x))) astfel incat

Rn (x) =
1

(n+ 1)!
f (n+1) (�) (x� a)n+1

Restul de ordinul n in aceasta forma se numeste restul Lagrange iar formula

f (x) =
nP
k=0

1

k!
f (k) (a) (x� a)k + 1

(n+ 1)!
f (n+1) (�) (x� a)n+1

se numeste formula lui Taylor de ordin n cu rest Lagrange.
Demonstratie.
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....................................................................................................................................................................�

Daca a = 0 obtinem formula lui Maclaurin.
Consecinta. 3.2.1. Formula Maclaurin. Fie I un interval astfel ca 0 2 I,

f : I ! R o functie derivabila de n+1 ori si x 2 I r f0g. Atunci exista un numar
� intre 0 si x (adica � 2 (min (0; x) ;max (0; x))) astfel incat

f (x) =
nP
k=0

1

k!
f (k) (0)xk +

1

(n+ 1)!
f (n+1) (�)xn+1:

O generalizare a teoremei de mai sus este urmatoarea.
Teorema 3.2.2. Teorema lui Taylor. Fie I un interval, f : I ! R o functie

derivabila de n+ 1 ori, a; x 2 I; a 6= x si p 2 N�. Atunci exista un numar � intre
a si x (adica � 2 (min (a; x) ;max (a; x))) astfel incat restul de ordin n sa �e

Rn (x) =
1

p � n!f
(n+1) (�) (x� �)n+1�p (x� a)p

Observatia 3.2.2. Daca in teorema de mai sus luam p = 1 obtinem restul
Cauchy: Rn (x) = 1

n!f
(n+1) (�) (x� �)n (x� a) : Cum � este intre a si x rezulta ca

exista un � 2 (0; 1) astfel incat � = a + � (x� a) : Prin urmare restul Cauchy se
poate rescrie sub forma

Rn (x) =
1

n!
f (n+1) (a+ � (x� a)) (x� a)n+1 (1� �)n :

De�nitia 3.2.2. Fie I un interval si f : I ! R o functie. Daca f este
continua scriem f 2 C0 (I) si spunem ca f este de clasa C0 pe I: Daca f are
derivata si f 0 2 C0 (I) (adica f are derivata continua) scriem f 2 C1 (I) si spunem
ca f este de clasa C1 pe I: In general, daca exista derivata de ordin n a functiei
f si f (n) 2 C0 (I) scriem f 2 Cn (I) si spunem ca f este de clasa Cn pe I: Daca
f 2 Cn (I) pentru orice n (i.e. f este inde�nit derivabila) scriem f 2 C1 (I) si
spunem ca f este de clasa C1 pe I:

Conform teoremei lui Weierstrass, o functie continua pe un compact este m¼arginit¼a
si isi atinge marginile pe acest compact.

Consecinta 3.2.2. Daca f 2 Cn+1 [�; �] si a 2 (�; �) atunci exista M > 0
asfel incat eroarea in aproximarea f (x) � Tn (x) sa �e mai mica sau egala decat
M

(n+1)! jx� aj
n+1

; deci

jRn (x)j �
M

(n+ 1)!
jx� ajn+1 :

Uneori este utila exprimarea restului din formula lui Taylor sub forma integrala.
Teorema 3.2.3. Formula lui Taylor cu rest integral. Fie I un interval,

f 2 Cn+1 (I) o functie derivabila de n+ 1 ori, a; x 2 I; a 6= x. Atunci

f (x) = Tn (x) +
(x� a)n

n!

Z x

a

(x� t)n f (n+1) (t) dt:

Demonstratie.
....................................................................................................................................................................�

Observatia 3.2.3. Exista doua modalitati de abordare in practica a erorii
data de teorema lui Taylor:



xiv 3. 3. FORMULA LUI TAYLOR

� a priori, adica inainte de estimare: cand ne dorim o precizie � pe un
anumit interval in aproximarea f (x) � Tn (x) ; atunci cautam un rang n
astfel incat jRn (x)j � � pe acest interval;

� a posteriori, adica dupa estimare: cand polinomul Tn este cunoscut pe un
anumit interval si dorim o estimare a erorii in aproximarea f (x) � Tn (x) :

Exemplul 3.2.1. Sa determinam un rang n astfel incat eroarea in aproximarea
Maclaurin ex � Tn (x) sa �e mai mica decat 10�4 pe intervalul [�2; 2] :

Cum f (k) (x) = ex pentru orice k natural, rezulta ca Tn (x) := 1 + 1
1!x +

1
2!x

2 + � � � + 1
n!x

n si, din teorema lui Taylor, urmeaza ca exista � 2 (0; x) (sau

� 2 (x; 0)) astfel ca Rn (x) = e�

(n+1)!x
n+1: Deoarece x 2 [�2; 2] avem jRn (x)j <

e2

(n+1)! jxj
n+1

< 9
(n+1)!2

n+1: Dorim ca eroarea sa �e mai mica de 10�4, deci impunem

ca 9
(n+1)!2

n+1 � 1
104 . Este su�cient sa determinam cel mai mic n care veri�va

inegalitatea de mai sus ca sa obtinem acuratetea dorita. Se veri�ca imediat ca
n = 11 asigura acest deziderat. Prin urmare putem scrie ca ex � T11 (x) si putem
spune ca numarul T11 (x) aproximeaza numarul ex cu patru zecimale exacte cand
x 2 [�2; 2].

Observatia 3.2.4. Nu orice functie poate � bine aproximata cu polinoame
Taylor dupa cum rezulta din urmatorul exemplu.

Exemplul 3.2.2. Se arata ca functia f (x) =
�
e�

1
x daca x > 0
0 daca x � 0 este inde�nit

derivabila pe R si ca f (k) (0) = 0 pentru orice k natural. Prin urmare polinomul
Maclaurin de grad n este functa nula pentru orice n natural, iar restul de ordinul
n este Rn (x) = f (x). Cum lim

x!1
e�

1
x = 1 aproximarea f (x) � Tn (x) = 0 este

grosiera cand x este mare.
Observatia 3.2.5. Calculatoarele au folosit vreme indelungata polinoamele

Taylor pentru calculul aproximativ al unor numere transcendente cu acuratete re-
zonabila. Acum calculatoarele folosesc diferite scheme de calcul -multe folosind
ideea aproximarii Taylor- pentru calculul mai rapid decat cel oferit de polinoamele
Taylor. Problema memoriei necesare procesarii unor asemenea scheme ramane una
cruciala. Totusi, in cazuri particulare de calcul aproximativ al unor numere tran-
scendente, formula lui Taylor da cele mai bune rezultate din punct de vedere al
rapiditatii si a memoriei necesare (vezi exercitiul 2.). Un instrument de aproximare
deosebit de puternic - aproximarea cu polinoame trigonometrice- va � tratat la
capitolul Serii Fourier.

3. 3. Diferentiabilitate

In aceasta sectiune atasam unei functii care admite derivata de ordin n intr-un
punct a monoame de grad 0; 1; :::; n asa numitele diferentiale de ordin 0; 1; :::; n.
Astfel obtinem o interpretare mai buna a formulei lui Taylor si pregatim trecerea
la functii de mai multe variabile.

De�nitia 3.3.1. De�nitia diferentialei de ordin intai. Fie A � R o mul-
time, a un punct interior al multimii A (adica exista � > 0 astfel ca (a� �; a+ �) �
A) si f : A ! R o functie. Spunem ca f este diferentiabila in a daca si numai
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daca exista o functie liniara L : R ! R si o functie ! : A ! R continua in a cu
! (a) = 0 astfel incat

f(x)� f(a) = L (x� a) + jx� aj! (x)
pentru orice x 2 A: In acest caz notam daf := L si spunem ca aceasta functie
liniara este diferentiala functiei f in punctul a (ori diferentiala de or-
dinul intai, notata si d1af). Daca A este o multime deschisa nevida- adica
toate elementele sale sunt puncte interioare- si f este diferentiabila in orice a 2 A
spunem ca functia f este diferentiabila (pe A), iar functia (de doua variabile)
df : A � R ! R de�nita prin df (a; h) := daf (h) o numim diferentiala (totala
a) functiei f .

Observatia 3.3.1. Diferentiala unei functii intr-un punct, daca exista, este
unica.

Observatia 3.3.2. Diferentiala intr-un punct a unei functii liniare coincide
cu acea functie liniara. In particular, daca exista daf; atunci dxdaf=daf pentru
orice x 2 R:

Exista o stransa legatura intre diferentiabilitate si derivabilitate, asa cum arata
urmatoarea teorema.

Teorema 3.3.1. Legatura dintre derivata si diferentiala. Fie f : A �
R! R o functie si a un punct interior al multimii A. Functia f este diferentiabila
in a daca si numai daca f este derivabila in a. In acest caz daf (h) = f 0 (a) � h
pentru orice h 2 R.

Demonstratie.
....................................................................................................................................................................�

Observatia 3.3.3. Daca A este o multime deschisa nevida diferentiala functiei
identice 1A := idA (unde, reamintim, idA : A ! A; idA (x) = x) este aplicatia
identica pe R: Intr-adevar daca a 2 A atunci derivata (idA)

0
(a) = 1 si, conform

teoremei precedente, daidA (x) = x pentru orice x 2 R, adica daidA = idR (vezi si
observatia precedenta). De aceea diferentiala functiei identice este numita si difer-
entiala variabilei independente -aici x- si se noteaza dx. Cu aceasta notatie
diferentiala functiei f in a este

daf = f
0 (a) dx

Derivata functiei f in punctul a se mai noteaza si dfdx (a); deci facem identi�carea

f 0 (a) :=
df

dx
(a) :

Daca f : A ! R este diferentiabila (pe A) atunci folosim notatia df = f 0 (x) dx
pentru diferentiala totala, iar pentru derivata notatia

f 0 :=
df

dx
:

Exemplul 3.3.1. Daca f (x) = 3x2�sin 2x+arctg (1 + 4x)� ln
�
1 + x3

�
+e5x

atunci diferentiala totala este df = =
�
3x� 2 cos 2x+ 4

1+(1+4x)2
� 3x2

1+x3 + 5e
5x
�
dx:
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Diferentiala functiei in origine este aplicatia liniara de�nita prin d0f =
�
�2 + 4

1+1 + 5
�
dx =

5dx; iar diferentiala functiei in origine calculata in punctul 13 este d0f (13) = 5�13 =
65:

Din teorema precedenta rezulta urmatoarele proprietati ale operatorului de
diferentiere d.

Propozitia 3.3.1. Proprietati ale operatorului d. Daca f si g sunt doua
functii diferentiabile pe A; �; � 2 R sunt doua constante si u : A0 ! A este o
functie diferentiabila atunci

� d (�f + �g) = �df + �dg - liniaritatea operatorului d;
� d (fg) = f 0dg + g0df -diferentiala produsului f � g;
� d fg =

f 0dg�g0df
g2 daca g (x) 6= 0;8x 2 A- diferentiala catului f

g ;
� d (f � u) = f 0du- diferentiala compusei f � u : A0 ! R:

Exemplul 3.3.2. Daca f (x) = tgearctg2x atunci diferentiala totala este df =
1

cos2 earctg2x d
�
earctg2x

�
== 1

cos2 earctg2x e
arctg2xd (arctg2x) = 1

cos2 earctg2x e
arctg2x 2

1+4x2 dx:

Diferentiala in origine este functia liniara de�nita prin d0f = 2
cos2 1dx. In sfarsit,

diferentiala functiei in origine calculata in punctul cos2 1 este d0f
�
cos2 1

�
= 2:

Observatia 3.3.4. Derivata a doua a functiei f : A! R in punctul interior a 2
IntA se de�neste ca "derivata derivatei". Mai exact, daca � > 0, (a� �; a+ �) � A
este o vecinatate a punctului a, iar f este derivabila pe (a� �; a+ �) atunci derivata
de ordinul al doilea (derivata a doua) in a este derivata functiei f 0 in acest punct,
adica f 00(a) = df 0

dx (a) :
Similar introducem diferentiala a doua. Expresia "diferentiala diferentialei

de ordinul intai" este ambigua (vezi observatia 3.3.2). Vom cere insa diferentiabil-
itatea functiei pe o vecinatate a punctului a si vom impune diferentiabilitatea in
punctul a a functiei g (x) := dxf (h) ca mai jos.

De�nitia 3.3.2. De�nitia diferentialelor de ordin superior. Fie f :
A ! R o functie diferentiabila pe o vecinatate V a punctului a 2 IntA; h 2 R:
Presupunem ca functia g : V ! R; g (x) := dxf(h) = f 0 (x)h este diferentiabila
in punctul a - deci, conform teoremei 3.3.1, f este derivabila de doua ori in a. In
acest caz spunem ca f este diferentiabila de doua ori in a; ori, de doua ori
diferentiabila in a. Am obtinut functia liniara dag : R! R; dag (k) := g0 (a) k =
f 00 (a)hk: Functia monomiala de gradul doi d2af : R ! R; d2af (h) := f 00 (a)h2 se
numeste diferentiala a doua - sau diferentiala de ordinul al doilea- a functiei
f in punctul a. Folosind diferentiala variabilei x (vezi observatia 3.3.3) avem

d2af = f
00 (a) dx2:

Ca in cazul diferentialei de ordinul intai, daca f este derivabila de doua ori (pe A)
functia de doua variabile d2f (deci d2af : A�R! R; (a; h) 7! d2af (h) = f

00 (a)h2)
va � numita diferentiala (totala) de ordin doi a functiei f, iar pentru derivata
a II-a vom folosi si notatia mai sugestiva: d2f

dx2 :
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Inductiv se de�nesc diferentialele de ordin mai mare: diferentiala de ordin
n este - in ipoteza existentei derivatei �nite de ordin n:

� dnaf = f (n) (a) dxn -diferentiala de ordin n in punctul a, deci mono-
mul dnaf : R! R; dnaf (h) = f (n) (a)hn =

dnf
dxn (a)h

n;

� dnf = f (n)dxn -diferentiala (totala) de ordin n, unde f (n) := dnf
dxn :=

dn

dxn f:

� convenim ca diferentiala de ordin zero este chiar functia, adica d0f =
f (0)dx0 = f si d0af = f (a).

Exemplul 3.3.3. Fie f (x) = 2x2 � e2x: Diferentiala de ordin zero a functiei
in origine este �1: Diferentiala functiei in origine este d0 f =

�
4x� 2e2x

�
x=0

dx =

�2dx: Diferentiala a doua a functiei in origine este d20f =
�
4x� 2e2x

�0
x=0

dx2 =

=
�
4� 4e2x

�
x=0

dx2 = 0; unde 0 este functia nula. Diferentiala a treia a functiei in

origine este d20f =
�
4� 4e2x

�0
x=0

dx3 = =
�
�8e2x

�
x=0

dx3 = �8dx3; iar diferentiala
a treia a functiei in origine calculata in punctul � 1

2 este d
2
0f
�
� 1
2

�
= 1:

Observatia 3.3.4. Reamintim ca daca f; g : A ! R sunt doua functii deriv-
abile de n ori atunci derivata de ordin n a produsului fg este data de formula lui
Leibniz:

dn

dxn
(fg) =

nP
k=0

Cknf
(n�k)g(k):

Folosind aceasta formula deducem imediat ca varianta ei exprimata cu opera-
torul de diferentiere.

Propozitia 3.3.2. Formula lui Leibniz. Fie f; g : A! R sunt doua functii
derivabile de n ori. Atunci diferentiala de ordinul n a produsului celor doua functii
este

dn (fg) =
nP
k=0

Cknd
(n�k)f � d(k)g:

Formula lui Taylor se poate rescrie cu ajutorul operatorului de diferentiere.
Consecinta. Formula lui Taylor. Fie I un interval, f : I ! R o functie

derivabila de n+ 1 ori, a; x 2 I; a 6= x si p 2 N�. Atunci exista un numar � intre
a si x (adica � 2 (min (a; x) ;max (a; x))) astfel incat

f (x) =
nP
k=0

1

k!
d(k)a f (x� a) + 1

(n+ 1)!
d
(n+1)
� (x� a)

4. 4. Formule lui Maclaurin pentru cateva functii elementare

5. 5. Aplicatii in algebra

Exemplul 3.4.1. Fie
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6. 6. Determinarea limitelor

7. 7. Determinarea extremelor

8. 8. Exercitii

(1) Folositi teorema lui Lagrange pentru a estima eroarea in aproximarea
f (x) � f

�
1
100

�
petru functiile de�nite mai jos.

(a) f : [�1; 2]! R; f (x) = 2x� 1,
(b) f :

�
0; 110

�
! R; f (x) = ex:

(c) f :
�
0; 1

100

�
! R; f (x) = 2x� 1

(d) f :
�
0; 1

100

�
! R; f (x) = ex:

(2) Comentati a�rmatia "eroarea care se face in aproximarea f (x) � Tn (x)
este mai mica decat 1

10" daca
(a) f (x) = 1, a = 1
(b) f (x) = x, a = 1:

(3) Demonstrati propozitia 3.2.1.
(4) Reprezentati gra�c functia f si polinoamele Maclaurin de grade 0; 1 si 2

pentru �ecare dintre functiile de mai jos:
(a) f (x) = 1 + x:
(b) f (x) = 1 + x2:
(c) f (x) = x+ x3:
(d) f (x) = ln (1 + x) :
(e) f (x) = ex:
(f) f (x) = sinx:
(g) f (x) = cosx:
(h) f (x) = shx (shx := ex�e�x

2 ):

(i) f (x) = chx (chx := ex+e�x

2 ):
(5) Demonstrati propozitia 3.2.2.
(6) Sa se scrie urmatoarele polinoame dupa puterile lui (x+ 1) :

(a) f (x) = 1 + 2x� 3x2
(b) f (x) = 1� 2x+ 3x3
(c) f (x) = 1 + 2x� 3x2 + x4

(d) f (x) =
nP
k=0

akx
k:

(7) Demonstrati Consecinta 3.2.2.
(8) Aratati ca un polinom Taylor de grad 2 pentru o functie adecvata ne da

aproximarea e0;1 � 1; 10517 cu sase zecimale exacte.
(9) Demonstrati a�rmatia de la Observatia 3.3.1.
(10) Aratati ca

(a) 3
p
e � 1; 395;

(b) sin 1 � 0; 840;
(c) ch1 � 1; 543:

(11) Determinati diferentiala, diferentiala in a = 1 si diferentiala in a = 1
calculata in punctul 3 pentru functiile de la exercitiul 1.
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(12) Fie Rn [x] spatiul vectorial al functiilor polinomiale de grad mai mic sau
egal cu n, Bc baza canonica B =

n
1; x� 1; (x� 1)2 ; � � � ; (x� 1)n

o
si

B0 =
n
1; x+ 1; (x+ 1)

2
; � � � ; (x+ 1)n

o
:

(a) Fie n = 3: Sa se exprime urmatorii vectori in bazele B si B0:
(i) f (x) = 1 + 2x� x2 � x3
(ii) f (x) = 1� 2x+ 3x3

(b) Fie n = 2: Sa se determine matricea de trecere
(i) de la baza canonica la baza B;
(ii) de la baza canonica la baza B0;
(iii) de la baza B la baza canonica;
(iv) de la baza B0 la baza canonica;
(v) de la baza B la baza B0;
(vi) de la baza B0 la baza B:

(c) Fie n = 3: Coordonatele vectorului f in baza B sunt (1; 1; 1; 1) :
Folosind matricele de trecere adecvate sa se determine
(i) coordonatele vectorului f in baza B0;
(ii) coordonatele vectorului f in baza Bc:

(d) Fie f 2 Rn [x] ; f (x) =
nP
k=0

akx
k: Sa se determine

(i) coordonatele vectorului f in baza B0;
(ii) coordonatele vectorului f in baza Bc:

(e) Sa se determine matricea de trecere
(i) de la baza canonica la baza B;
(ii) de la baza canonica la baza B0;
(iii) de la baza B la baza canonica;
(iv) de la baza B0 la baza canonica;
(v) de la baza B la baza B0;
(vi) de la baza B0 la baza B:

(13) Demonstrati a�rmatia de la Observatia 3.3.2.
(14) Determinati extremele urmatoarelor functii;

(a) f (x) = sinx+ cosx; x 2
�
��
2 ;

�
2

�
(b) f (x) = sinx� x; x 2

�
��
2 ;

�
2

�
(c) f (x) = x+ tgx
(d) f (x) = sin 3x� 3 sinx; x 2 (��; �)
(e) f (x) = 2x+ arctgx
(f) f (x) = sinx � cos2 x; x 2 (��; �)
(g) f (x) = x11 + 6x6 + 2; x 2

�
� 1
2 ;

1
2

�
(h) f (x) = x2 + 2 cosx+ 3:

Raspunsuri. a. fmax = f
�
�
4

�
=
p
2; b. fmax = f

�
�
6

�
; fmin =

f
�
��
6

�
; c. nu are extreme; d. fmin = f

�
�
2

�
; fmax = f

�
3�
2

�
; e. nu are ex-

treme; f. fmin = f
�
�
2

�
; fmax = f

�
arccos

q
2
3

�
; fmax = f

�
� arccos

q
2
3

�
;

g. fmin = f (0) = 2; h. fmin = f (0) = 5:
(15) Determinati d2f; d31f si d

3
0f (�1) pentru functiile de la exercitiul 4.

(16) Demonstrati Propozitia 3.3.2.
(17) Estimati eroarea comisa la calculul expresiei f (1) prin utilizarea formulei

lui Taylor de ordinul 2 adecvata.
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(a) f (x) = 1 + 2x:
(b) f (x) = 2 + 3x2:
(c) f (x) = x� 2x+ x3:
(d) f (x) = ln

�
1 + x2

�
:

(e) f (x) = e�x:
(f) f (x) = sin2 x:
(g) f (x) = cosx2:
(h) f (x) = shx:
(i) f (x) = ch2x:

(18) Sa se determine f (1) cu doua zecimale exacte pentru functiile de la ex-
ercitiul 12.

(19) Determinati o margine superioara a erorii comise cand aproximam f cu
Tn in a pe [�; �] :
(a) f (x) = e�x; a = 0; n = 10; [�; �] = [10; 100] ;
(b) f (x) = sinx; a = 0; n = 10; [�; �] =

�
��
6 ;

�
6

�
;

(c) f (x) = arctgx; a = 0; n = 3; [�; �] =
�
� 9
10 ;

9
10

�
:

(20) Determinati diferentiala de ordin n � 1 pentru functiile de�nite prin
(a) f (x) = ln jxj ;
(b) f (x) = 2x;
(c) f (x) = xex;
(d) f (x) = xeax; a 6= 1:

Raspunsuri. a. dnf = (�1)n�1(n�1)!
xn dxn: b. dnf = 2x lnn 2dxn: c.

dnf = (x+ n) exdxn d. dnf = (anx+ 1�an
1�a )e

axdxn:

(21) Determinati cel ami mic n astfel incat jTn (x)� f (x)j < � pentru orice
x 2 [�; �], unde Tn este polinomul Taylor de grad n asociat functiei f in
punctul a
(a) f (x) = e�x; a = 0; [�; �] = [10; 100] ; � = 10�5;
(b) f (x) = sinx; a = 0; [�; �] =

�
��
6 ;

�
6

�
; � = 10�10;

(c) f (x) =
p
x; a = 1; [�; �] =

�
1
10 ;

3
10

�
; � = 10�10;

(d) f (x) = ln jxj ; a = �2; [�; �] = [1; 2] ; � = 10�5:
(22) Demonstrati ca pentru orice a > 0 sirul polinoamelor Taylor asociate

functiei f (x) = ln jxj in a
(a) converge pentru x 2 (0; 2a);
(b) diverge daca jx� aj > a:

(23) Fie f 2 C2 (a; b) si x 2 (a; b) astfel ca f 0 (x) = 0: Demonstrati ca
(a) daca f 00 (x) > 0 atunci exista � > 0 astfel incat pentru orice z 6= x

astfel ca jz � xj < � avem f (z) > f (x) ;
(b) daca f 00 (x) < 0 atunci exista � > 0 astfel incat pentru orice z 6= x

astfel ca jz � xj < � avem f (z) < f (x) :
Generalizati proprietatile de mai sus pentru f 2 Cn (a; b) ; unde n � 2
si x 2 (a; b) astfel ca f 0 (x) = f 00 (x) = � � � = f (n�1) (x) = 0:
Indicatie. La generalizare analizati cazurile n par si n impar.

(24) Fie p (x) =
nP
k=0

akx
k:

(a) Demonstrati ca p (x) = a0 + x(a1 + x(a2 + � � �+ x (an)) � � � ):
(b) Estimati numarul de operatii necesare in calculul expresiei

nP
k=0

akx
k

si numarul de operatii necesare in calculul expresiei de la punctul a.
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(25) Determinati imaginea functiei f:
(a) f : [�2; 2]! R; f (x) = �3x4 + 6x2 � 1
(b) f : [�1; 5]! R; f (x) = 1

3x
3 � 2x2 + 3x+ 1

(c) f : [0; 4]! R; f (x) = x�1
x+1

(d) f :
�
��
2 ;

�
2

�
! R; f (x) = sin 2x� x

(e) f : R! R; f (x) = 24 cosx+ 12x2 � x4
(f) f : [�1; 1]! R; f (x) = arccosx+ x+ x3

3

Raspunsuri. a. [�25; 2]; b.
�
� 13

3 ;
23
3

�
; c.

�
�1; 35

�
; d.

�
��
2 ;

�
2

�
; e.

(-1; 24]; f.
�
7
6 ; � �

5
6

�
:

(26) Folosind formula lui Taylor dovediti ca limitele de mai jos au valoarea 1.

(a) lim
x!0

3
h
e�x

2
�cos(

p
2x)

i
x4

(b) lim
x!1

5[12 ln x+3x4�16x3+36x2�48x+25]
12(x�1)5

(c) lim
x!0

2[tgx�sin x]
x3

(d) lim
x!0

7!�
h
shx�sin x� x3

3

i
2x7

(e) lim
x!0

sin x2�x2 cos x
6[xshx�2chx+2] :
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CHAPTER 1

4. SIRURI SI SERII DE FUNCTII

Studiem in acest capitol si in urmatoarele doua conceptul fundamental al anal-
izei matematice -convergenta- aplicat la o alta clasa de sirururi: sirurile de functii.

Reamintim ca o functie f : N! X se numeste sir de elemente din X, si, daca
notam f(n) := fn identi�cam sirul f cu imaginea sa: f := (fn)n�0 := (fn)n2N :=

f0; f1; f2; � � � sau, daca nu exista pericol de confuzie, (fn) := f , iar fn se numeste
termenul general al sirului (fn)n�0 : Aici multimea X este considerata o multime
de functii avand acelasi domeniu de de�nitie.

1. 4.1. Convergenta sirurilor de functii

Cel mai �resc mod de abordare a convergentei unui sir de functii este cel punc-
tual.

De�nitia 4.1.1. Fie A � R si fn : A ! R pentru orice n 2 N: Multimea
-posibil vida-

C :=
n
x 2 A j sirul numeric (fn (x))n�0 este convergent

o
se numeste multimea de convergenta a sirului ( fn)n�0. Functia

f : C ! R; f (x) := lim
n!1

fn (x)

o numim limita sirului ( fn) ; in acest caz vom scrie

f = lim
n!1

fn sau fn ! f

si vom spune ca sirul (fn) converge punctual la functia f (pe multimea C), sau
ca fn tinde la f punctual (pe multimea C).

Observatia 4.1.1. Reamintim ca fn ! f pe multimea C daca si numai daca

8x 2 C;8� > 09n (x; �) 2 N : jf (x)� fn (x)j < � 8n � n (x; �)

Subliniem faptul ca, in aceasta de�nitie, rangul n (x; �) depinde nu numai de � ci
si de x:

De asemenea reamintim ca natura unui sir nu este afectata de modi�carea unui
numar �nit de termeni ai sirului.

Exemplul 4.1.1. Fie fn (x) := x
1
n ; fn : (0;1) ! R pentru orice n 2 N�:

Deoarece

lim
n!1

x
1
n =

�
0 daca x 6= 1
1 daca x = 1

rezulta ca multimea de convergenta (punctuala) este intregul domeniu (0;1) ; iar

f : (0;1)! R; f (x) =
�
0 daca x 6= 1
1 daca x = 1

este limita sirului (fn) :

v
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Exemplul 4.1.2. Fie fn (x) := xn; fn : R! R pentru orice n 2 N�: Deoarece

lim
n!1

xn =

8>><>>:
0 daca x 2 (�1; 1)
1 daca x = 1
1 daca x > 1
nu exista daca x � �1

rezulta ca multimea de convergenta a sirului (fn)este intervalul (�1; 1] si ca fn ! f

punctual pe (�1; 1], unde f (x) =
�

0 daca x 2 (�1; 1)
1 daca x = 1

.

Observatia 4.1.2. Sa remarcam ca, la primul exemplu, functiile fn sunt
continue, i.e. fn 2 C0 (0;1) pentru orice n 2 N�; dar limita punctuala a sirului (fn)
este o functie discontinua, i.e. f =2 C0 (0;1) : La exemplul 4.1.2 avem fn 2 C0 (R)
pentru orice n 2 N� si f =2 C0(�1; 1] chiar daca functiile fn sunt continue pe
intervalul (�1; 1]:

Convergenta punctuala inseamna ca sirul de functii converge in �ecare punct (al
multimii de convergenta), dar "viteza" de convergenta poate sa varieze in functie de
punct (vezi si Observatia 4.1.1). Un concept care asigura o "viteza" de convergenta
uniforma este convergenta uniforma.

Vom introduce un nou concept de convergent¼a pentru şiruri de funçtii, care
"repar¼a" acest defect al convergenţei punctuale.

De�iţie: Fie (fn)n�1; fn : A � R ! R; n 2 N�: Spunem c¼a şirul (fn) este
uniform convergent pe submulţimea B a lui A dac¼a exist¼a o funcţie f : B ! R
astfel încât pentru orice " > 0 exist¼a n(") 2 N� pentru care

jfn(x)� f(x)j < "; 8x 2 B; 8n � n("):
În acest caz scriem :

fn ! f uniform pe multimea B sau fn ! f uniform

Remarc¼a: Prin compararea de�niţiilor de mai sus rezult¼a c¼a dac¼a fn ! f
uniform pe mulţimea B; atunci fn converge punctual la f pe B:

Exemplu: Fie fn(x) = xn; x 2 R; n 2 N�: Cum am v¼azut, fn converge punctual
la funçtia f , dat¼a de

f(x) =

�
0; dac¼a x 2 (�1; 1)
1; dac¼a x = 1:

Ar¼atam c¼a fn nu converge uniform la f pe (-1, 1], adic¼a şirul (fn) este convergent
(punctual) pe (-1,1], dar convergenţa nu este uniform¼a.

Fie xn = 1� 1
n , cu n 2 N

�: Atunci :

jfn(xn)� f(xn)j =
�
1� 1

n

�n
! e�1; pentru n!1:

În fapt:

jfn(xn)� f(xn)j �
1

4
; 8n 2 N n � 2:

Din de�ni̧tii, dup¼a cum am v¼azut în exemplele de mai sus, avem urm¼atoarele teste
pentru a avea convergenţ¼a uniform¼a, (pe scurt CU) şi respectiv, pentru a nu avea
convergenţ¼a uniform¼a (pe scurt NCU).
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Test practic pentru CU: Dac¼a exist¼a un şir (an) cu an ! 0 pentru (n!1)
şi jfn(x)� f(x)j � an pentru orice x 2 B şi orice n � n0; unde n0 2 N este �xat,
atunci (fn) converge uniform la f pe mulţimea B:

Demonstraţie: Fie " > 0: Întrucât an ! 0 rezult¼a c¼a exist¼a n(") 2 N astfel
încât an < "; pentru orice � n("): În consecinţ¼a :

jfn(xn)� f(xn)j � "; 8n � n("); 8x 2 B;

adic¼a fn ! f uniform pe B:

Test practic pentru NCU: Presupunem c¼a fn ! f punctual pe B. Dac¼a
exist¼a un şir (xn); cu xn 2 B; astfel încât oricare dintre urm¼atoarele dou¼a a�rmaţii

� (a) Şirul numeric (fn(xn)� f(xn)) nu tinde la 0, când n!1; sau
� (b) exist¼a "0 > 0 şi n0 2 N încât jfn(xn) � f(xn)j � "0; pentru orice
n � n0;

este adev¼arat¼a, atunci şirul (fn) nu converge uniform pe mulţimea B:

Demonstraţie: Este clar c¼a (b)) (a): Este deci su�cient s¼a ar¼at¼am c¼a din (a)
rezult¼a c¼a şirul (fn) nu converge uniform pe muļtimea B: Proced¼am prin absurd.
Admitem c¼a şirul (fn) converge uniform pe muļtimea B la funçtia f: Fie " > 0;
�xat şi n(") 2 N astfel încât

jfn(x)� f(x)j < "; 8n 2 N; n � n(");8x 2 B: (1)

În particular, relaţia (1) r¼amâne adev¼arat¼a şi când înlocuim x cu xn; adic¼a

jfn(xn)� f(xn)j < "; 8n 2 N; n � n("):

Prin urmare şirul numeric (fn(xn)�f(xn)) converge la 0: Am ajuns la contradiçtie
în raport cu ipoteza.

Acum vom extinde cunoscutul criteriu de convergenţ¼a al lui Cauchy de la şiruri
numerice la şiruri de funçtii.

Criteriul lui Cauchy pentru convergenţ¼a uniform¼a: Şirul (fn) converge
uniform pe mulţimea B dac¼a şi numai dac¼a el este şir Cauchy, adic¼a, pentru orice
" > 0; exist¼a n(") 2 N astfel încât

jfn+p(x)� fn(x)j � "; 8n 2 N; n � n(");8p 2 N; p � 1;8x 2 B:

Demonstraţie: Necesitatea. Fie " > 0: Deoarece şirul de funçtii (fn) converge
uniform pe muļtimea B la o funçtie pe care o not¼am cu f; avem c¼a pentru orice
" > 0 exist¼a un rang n(") > 0 astfel încât

jfn(x)� f(x)j <
"

2
; pentru orice n � n(") şi orice x 2 B:

Atunci, pentru orice n � n(") şi orice x 2 B; avem c¼a:

jfn+p(x)� fn(x)j = jfn+p(x)� f(x) + f(x)� fn(x)j
� jfn+p(x)� f(x)j+ jf(x)� fn(x)j < 2 � "2 = ":
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Su�cienţa: Fie " > 0: Deoarece (fn) este şir uniform Cauchy, pentru �ecare
" > 0 exist¼a n(") > 0 astfel încât

jfn+p(x)� fn(x)j <
"

2
; pentru orice n � n("); orice p � 1 şi orice x 2 B: (1)

În particular, de aici rezult¼a c¼a şirul numeric (fn(x)); cu x 2 B; este convergent,
deci exist¼a o funçtie f : B ! R; de�nit¼a prin

f(x) := lim
n!1

fn(x); x 2 B:

Din (1), pentru p!1; obţinem:

jfn(x)� f(x)j �
"

2
< "; pentru orice n � n(") şi orice x 2 B:

Prin urmare, şirul (fn) converge uniform la f pe muļtimea B:

Teorema 1 (de continuitate) Fie (fn) un şir de funcţii continue. În ipoteza c¼a
şirul converge punctual c¼atre o funcţie f; pe un interval B, ştim c¼a aceasta poate
s¼a nu �e continu¼a pe B: Dac¼a convergenţa este uniform¼a pe B atunci limita şirului
este o funcţie continu¼a pe B:

Ştim deja c¼a şirul de funçtii (gn) cu gn(x) := xn; converge punctual pe (�1; 1]
la o funçtie discontinu¼a pe acest interval. Analiz¼am acum situaţia când fn ! f
uniform pe un interval B: Fie " > 0: Atunci exist¼a n(") 2 N, astfel încât

jfn(x)� f(x)j �
"

3
pentru orice n � n(") şi orice x 2 B: (2)

Fie x0 2 B; �xat şi N 2 N; N � n("); arbitrar, dar �xat. Din ipotez¼a, fN este
continu¼a în x0; deci exist¼a � = �("; x0) > 0; astfel încât

jfN (x)� fN (x0)j <
"

3
pentru orice x 2 B cu jx� x0j < �: (3)

Utilizând (2),(3) pentru x 2 B cu jx�x0j < � şi inegalitatea triunghiului, obţinem:
jf(x)� f(x0)j � jf(x)� fN (x)j+ jfN (x)� fN (x0)j+ jfN (x0)� f(x0)j < ";

care arat¼a c¼a funçtia f este continu¼a în x0: Cum x0 a fost ales aleatoriu în B;
funçtia f este continu¼a pe B şi demonstraţia teoremei se încheie.
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De�ni̧tia 3. Fie f o functie derivabil¼a pe
intervalul I R si presupunem c¼a f C0(I) (adic¼a derivata f �este o functie

continu¼a in I ). Atunci spunem c¼a f este o functie de clasa C1 în I si sciem: f
C1 (I). Prin induc ie:

f Cn+1(I) dac¼a si numai dac¼a f Cn(I) si f (n) C1(I) (adic¼a
functia f este de clas¼a Cn+1 f Cn(I) si f (n) C1(I))

În urmatoarele rânduri vom da doua criterii care ofer¼a su�ciente condi ii în
care operatorii lim si d

dx comut¼a, si anume
(lim fn)�= lim fn , sau d

dx (lim fn) = lim
dfn
dx .

Teorema 2 (de derivabilitate). Fie (fn) un sir de clase C1[a; b] (adic¼a fn 2

C1[a; b] pentru orice n). Presupunem c¼a:
(i) 9 c 2 [a; b] astfel încat (fn(c)) este convergent
(ii) 9 g :[a; b] ! R astfel încat f 0

n
u�!
[a;b]

g

Atunci:
(a) 9f :[a; b] �! R derivabil¼a astfel încat fn

u�!
[a;b]

f

(b) f �= g
Demonstratie. Deoarece f 0n

u�! g si f �2 C0[a,b] rezult¼a c¼a g 2 C0[a; b] (vezi
Teorema 1) si din teorema primitivei :

fn(x) = fn(c) +
R x
c
f �(t) dt

Fie f (x) = lim fn(c) +
R x
c
g(t)dt

Atunci f �= g si:
jfn(x) - f(x)j jfn(c) - lim fn(x)j + jx - cj sup

[a;b]

jf 0n(x) - g(x)j,

Prin urmare:
sup
[a;b]

jfn(x) - f(x)j jfn(c) - lim fn(c)j + (b - a) sup
[a;b]

jf 0n(x) - g(x)j

Consecin ¼a: fn
u�!
[a;b]

f si f �=g , (adic¼a (lim fn)�= lim f 0n).

Teorema 3 (a derivatei). Fie (fn)n�1 un sir de functii diferite în intervalul
I � R astfel încat :

(i) fn
u�! f în I

(ii) f 0n
u�! f în I

Atunci f este o functie derivabil¼a si f 0 = g
Demonstratie. Fie a 2 I si > 0. Din (ii) rezult¼a c¼a:

9n( ) 2 N:jf 0n(x) - g(x)j < 3 , 8n n( ) ,8n 2 I:
Din criteriul lui Cauchy rezult¼a c¼a:

9m( ) 2 N:jf 0m(x) - f 0n(x)j < , 8m;n m( );8x 2 I
Folosind teorela lui Lagrange pentru fm - fn si x 2 Infag ajungem la concluzia

ca exist¼a un între a si b astfel încat:
j fm(x) - fm(a)x�a - fn(x) - fn(a)x�a j = j (fm(x) - fn(x)) - (fm(a) - fn(a))x�a j = jf 0m( ) - f 0n( )j

< 3 .
Dac¼a m;n m( ); m �! 1 în aceast¼a inecua ie ob inem:

j f(x) - f(a)x�a - fn(x) - fn(a)x�a j 3 ;8n m( );8x 2 I; x 6= a
Acum, �e n max(n( );m( )); deoarece fn este o functie derivabil¼a în a

exist¼a un vecin V al punctului a astfel încat dac¼a x 2 V \ I nfag :
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j fn(x) - fn(a)x�a - f 0n(a)j 3 care implic¼a:

j fn(x) - fn(a)x�a - g(a)j j f(x) - f(a)x�a - fn(x) - fn(a)x�a j + j fn(x) - fn(a)x�a - f 0n(a)j + jf 0n(a)
- g(a)j < 3 + 3 + 3 = ; pentru to i x 2 V \ I nfag; prin urmare f este o
functie derivabil¼a în a si f 0(a) = g(a) (adic¼a ( lim

n�!1
fn)�= lim f 0n).

SERII DE FUNCŢII

De�nitia 4. Fie (fn)n�1 un sir de functii, fn : A � R! R,n 2 N�.

(i) Şirul (de functii) (sn)n�1; unde sn(x) =
nP
k=1

fk(x); pentru to i x 2 A;n 2

N� este numit o serie de functii cu termenul general fn; not¼am aceasta serie (sn)n�1
prin:

1P
n=1

fn ,
P
n�1

fn sau
1P
n=1

fn(x); x 2 A; (*)

Func ia sn : A ! R este numit¼a suma par ial¼a de ordin n pentru seria
(*).

Şirul:
1P

m=n+1
fm se nume te restul de ordinul n (pentru seria (*))

(ii) Spunem ca setul (*) este punctual (sau punctual) convergent în x 2 A
dac¼a si numai dac¼a seria numeric¼a

1P
n=1

fn(x) este convergent¼a (adic¼a (sn(s)) este un

sir convergent). Setul:

C = fx 2 A=
1P
n=1

fn(x) este convergentg este numit setul convergent al

seriei (*), si cartogra�a:

s : C ! R, s(x) =
1P
n=1

fn(x); x 2 C este numit¼a suma seriei (*); si

scriem s =
1P
n=1

fn (sau C).

(iii) Spunem c¼a (*) este uniform convergent¼a (pe scurt UC) pe B � C dac¼a
sirul de sum¼a par ial¼a (sn) este uniform convergent (pe C).

Observatie 1.
1P
n=1

fn este o serie convergent¼a în C dac¼a si numai dac¼a

exist¼a n 2 N� astfel încat restul de ordin n este convergent pe C ; în acest caz avem:
s(x) = sn(x) + Rn(x); sau

1P
n=1

fn(x) = sn(x) +
1P

m=n+1
fm(x); x 2 C; unde

Rn(x) =
1P

m=n+1
fm(x):

2.
1P
n=1

fn convergent pe C dac¼a si numai dac¼a:

1P
m=n+1

fm(x)! 0; când n!1; pentru to i x 2 C:

3. Dac¼a (*) este UC pe B atunci (*) este convergent (punctual).

4. Daca (*) este convergent absolut peB (adic¼a
1P

n=1
jfn(x)j este convergent pentru to i x 2 B) atunci (*) este convergent pe B
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Criteriul convergen ei (uniforma convergent) pentru sirul de functii poate �
rescris pentru serii de functii.

Criteriul lui Cauchy�s pentru UC. Seria
1P
n=1

fn este uniform convergent pe

B dac¼a si numai dac¼a:
[8 > 0;9n( ) 2 N astfel încatj fn+1(x) + fn+2(x) + :::+ fn+p(x)j < ;8n �

n( );8p 2 N�;8x 2 B]

Teorema 4. (de continuitate) Presupunem c¼a

1
1P
n=1

fn este uniform convergent pe B si fn 2 C0(B); pentru to i n 2

N�.Atunci suma este o functie continu¼a pe B (adic¼a suma esta o functie de clas¼a

C0(B)); În plus, dac¼a B = [a; b] atunci operatorii
1P
n=1

si
bR
a

comut¼a, adic¼a

1P
n=1

(
bR
a

fn(x)dx) =
bR
a

� 1P
n=1

fn (x)

�
dx:

Teorema 5.(de derivabilitate). Dac¼a
1P
n=1

f 0n sunt serii uniform convergent pe

B ,atunci suma primei serii este derivabil¼a pe B si operatorii d
dx (sau operatorul)

si
1P
n=1

comut¼a, adic¼a (
1P

n=1
fn)

0 =
1P
n=1

f 0n

Vom folosi urmatorul criteriu pentru convergenta uniform¼a.

Testul practic pentru UC (Weierstrass). Presupunem c¼a: jfn(x)j an;8x 2
B;8n 2 N� si

1P
n=1

- convergent; atunci
1P
n=1

fn este uniform¼a si convergent¼a absolut

pe B:
Demonstratie.A�rmaţia rezult¼a din inegalitatea:

jfn+1(x)j + jfn+2(x)j +...+ jfn+p(x)j an+1 + an+2 + ::: + an+p;8n; p 2
N�;8x 2 B; si criteriul de convergenţ¼a al lui Cauchy (pentru serii de functii si
pentru serii numerice).

Exemplu 3. S¼a arat¼am c¼a seria
1P
n=0

e�n sinnx; x 2 R este convergent

uniform si absolut (pe R) si suma este o functie continu¼a si derivabil¼a.Observam
c¼a:

je�n sinnxj e�n;8x 2 R,8n 2 N si
1P
n=0

e�n convergent;

prin urmare, cu criteriul lui Weierstrass, seria noastr¼a de functii(cu fn(x) =
e�n sinnx) este convergent absolut si uniform.În plus fn 2 C0(R),prin urmare, din
teorema de continuitate , s 2 C0(R), unde s(x) =

1P
n=0

e�n sinnx; x 2 R este suma

serilor date. În plus:
1P
n=0

f 0(x) =
1P
n=0

ne�n cosnx; si jf 0(x)j ne�n := an; pentru to i x 2 R si

n 2 N�; dar seria numeric¼a
1P
n=1

an convergent (pentru exemplu, lim
an+1
an

= e�1 <

1, si prin criteriul raportului rezult¼a convergenta
P
an). Prin urmare, prin testul
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lui Weierstrass, seria
1P
n=0

f 0n este uniform convergent pe R; prin teoria derivabilitati

rezult¼a c¼a s este o functie derivabil¼a si s0 = (
1P
n=0

fn)
0 =

1P
n=0

f 0n:

Exemplu 4. Pentru seria
1P
n=1

sin(nx)
n2 al n-lea termen satisface inecuatia j sinnxj

n2
1
n2 ; 8x 2 R si seria

1P
n=1

1
n2 este convergent. Prin urmare, conform testului lui Weierstrass seria noastr¼a

este convergent¼a unifor pe întreaga axa. În plus, deoarece termenii seriei sunt functii
continue prin teorema de continuitate, suma serilor este o functie continu¼a.

Exercitiul 5. G¼asiti setul de serii convergente:
1P
n=1

sinn x
nn ; a; x 2 R

Solutie. Folosim criteriul radicalului:
lim
n!1

n
p
jfn(x)j = lim

n!1
j sin xj
( n
p
n)a

= j sinxj unde fn(x) = sinn x
na : Prin ur-

mare, dac¼a jsinxj < 1 atunci x 2 C (set de convergen ¼a), adic¼a
R n {�2 + k�jk 2 Z} � C:

Dac¼a x = �
2 + k� (k 2 Z) ob inem seria:
1P
n=1

sinn(�2+k�)

na =
1P
n=1

(�1)nk
na ; k 2 Z;

Prin urmare:

� pentru k - par, k 2 Z avem
1P
n=1

1
na care este convergent¼a pentru a >

0 si divergen ¼a pentru a 1;

� pentru un k - impar avem
1P
n=1

(�1)nk
na ; dac¼a a > 0 seria este conver-

gent¼a (criteriul lui Leibniz) si pentru a 0 divergent (criteriul divergen ei).
Prin urmare setul convergen ei este:

C =

8<: R , dac¼a a > 1
R n {�2 + 2k� j k 2 Z} , dac¼a a 2 (0,1]
R n {�2 + k� j k 2 Z} , dac¼a a � 0

9=;
Vom demonstra mai multe teste subtile de convergenţ¼a uniform¼a bazat pe

a a-numita identitatea lui Abel (care este un analog al formulei de integrare prin
p¼arti si a fost folosit în demonstratia criteriului lui Abel pentru seria numeric¼a).

Identitatea lui Abel.S¼a consider¼am seria (*) de forma
1P
n=0

�nan unde �n; an sunt functii de�nite pe A � R sau numere constante

Bk = an+1+an+2+ :::+an+k scriem suma redus¼a a (*) pentru Identitatea
lui Abel:

pP
k=1

�n+kan+k = �n+1an+1 + �n+2an+2 + :::+ �n+pan+p =

= �n+1B1 + �n+2(B2 �B1) + :::+ �n+p(Bp �Bp�1) =
= (�n+1��n+2)B1+(�n+2��n+3)B2+:::+(�n+p�1��n+p)Bp�1+�n+pBp =

=
p�1P
k=1

(�n+k � �n+k�1)Bk + �n+pBp: (**)



1. 4.1. CONVERGENTA SIRURILOR DE FUNCTII xiii

Teorema 6.(Testul lui Dirichlet pentru UC) Presupunem c¼a exist¼a un M

> 0 astfel încat jsn(x)j � M ,8n 2 N,8n 2 B; unde sn(x) =
nP
k=0

ak(x) si sirul de

functii reale �n : B ! R,n 2 N este convergent uniform la 0(când n creste) pe B
si descreste pentru orice x 2 B �xat.Atunci seria (*):

1P
n=0

�n(x)an(x) este uniform convergent pe B

Demonstratie.Avem:
jBk(x)j = jsn+k(x)� sn(x)j � jsn+k(x)j + jsn(x)j � 2M;8x 2 B;

si în virtutea identit¼a ii lui Abel (**) si faptul c¼a �n este
descresc¼atoare si tinde uniform la zero, avem:8 > 0;9n( ) 2 N astfel încat

inecuatia:

j
pP
k=1

�n+k(x)an+k(x)j= 2M
p�1P
k=1

(�n+k(x)�an+k+1(x))+2�n+p(x)M = 2M�n+1(x)

< ;este îndeplinit¼a pentru orice n � n( ); p 2 N� si pentru orice x 2 B: În
consecin ¼a, serie este, conform criteriul lui Cauchy de convergen ¼a, uniform con-
vergent¼a.

Ca urmare, avem urm¼atorul criteriu practic pentru UC.

Criteriul lui Leibniz. Dac¼a �n
n!
B
0 si (�n(x))n�1 este un sir de functii

descresc¼ator atunci seria:1P
n=0

(�1)n�n(x) este uniform confergent pe B:

Teorema 7.(Testul lui Abel pentru UC). Dac¼a functia reala �n este o
clasa monoton¼a de siruri descrescatoare (cu n cresc¼ator) pentru to i x 2 B si sunt

uniform m¼arginit¼a pe B, iar în cazul în care serii de functii
1P
n=0

an este uniform

convergent pe B atunci seria
1P
n=0

�n(x)�n(x): este de asemenea uniform convergent

pe B:
Demonstratie.Conform ipotezei exist¼a o constant¼a M > 0

astfel încat:
j�n(x)j �M;8x 2 B;8n 2 N

Prin convergen a uniform¼a a seriei
1P
n=0

an(x) pe B; pentru oricare > 0 exist¼a

un n( ) 2 N astfel încat jBk(x)j < ;8n � n( );8k 2 N
Prin urmare, din Identitatea lui Abel, si din monotonia lui (�n) ,
pentru n � n( ); si pentru to i p 2 N� avem:

j
pP
k=1

�n+k(x)an+k(x)j �
p�1P
k=1

(�n+k(x)��n+k�1(x))+ j�n+p(x)j = (�n+1(x)�

�n+p(x)) + j�n+p(x)j � 3M
pentru toti x 2 B; p 2 N, si toti n � n( ); în consecin ¼a, din criteriu lui

Cauchy
rezult¼a c¼a seria este convergent uniforma.

Exemplul 6.Seriile
1P
n=1

cosnx
n� si

1P
n=1

sinnx
n� ; � > 0

sunt convergente uniform si absolut pentru > 1 pe R, deoarece
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valoarea absolut¼a a termenului lor general, nu dep¼a este termenul general al

seriei armonice
1P
n=1

1
n� ,si prin testul lui Weierstrass ,iar seria data este UC pe R

pentru � > 1:Testul lui Weierstrass nu mai este aplicabil cand � � 1 deoarece in

acest caz seria
1P
n=1

1
n� este divergenta.

Fie � 2 (o; �) ; atunci ambele serii sunt convergente pe [�; 2� � �] pentru
� 2 0; 1]; intr-adevar suma partiala a seriilor este egala cu:

sn(x) =
sin

(n+1)x
2 cos nx2
sin x

2
; �n(x) =

sin nx
2 sin

(n+1)x
2

sin x
2

; n 2 N�.
Prin urmare, aceste functii sunt delimitate uniform pe [�; 2� � �]:
jsn(x)j: j�n(x)j � 1

j sin x
2 j
;8n 2 N�;

pe langa:
1
n� �

1
(n+1)� ! 0;unde n ! 1; si, prin urmare, din testul lui Dirichlet, seria

noastr¼a este convergenta uniform pe [�; 2� � �].
Exemplul 7. Fie

s(x) =
1P
n=1

x
n(x+n) ; s : [0; 1]! R, unde prin s ne referim la suma punctuala (i.e

lim
n!1

sn = s; sn �ind a n-a suma partiala). Fie fn(x) = x
n(x+n) ; atuncijfn(x)j �

1
n2 ; n 2 N� si

1P
n=1

1
n2 convergenta, prin urmare convergenta seriei este uniforma

(Testul lui Weierstrass), si deci continuitatea uniforma, fn 2 C0[0; 1]; n 2 N�;
implica continuitatea lui s, i.e s 2 C0[0; 1]; care la randul sau asigura

R 1
0
s(x)dx

exista. Numiti numarul 
:Atunci:


 =
R 1
0
s(x)dx =

R 1
0
(
1P
n=1

x
n(x+n) )dx =

1P
n=1

R 1
0

xdx
n(x+n) =

1P
n=1

R 1
0
( 1n �

1
x+n )dx =

1P
n=1

( 1n � ln(n+ 1) + lnn) = lim
m!1

[
mP
n=1

1
k � ln(1 +m)]

Acest numar este numit constanta lui Euler (vezi exercitiul 1,Cap. 1.8); pentru
m = 1010; dup¼a estimarea de rutin¼a, obtinem: 
 = 0:5772157::; Prin urmare, putem
aproxima:

mP
k=1

1
k � ln(m+ 1) + 0:5772157:

Exemplul 8.Consideram s : [0;1)! R s¼a �e suma punctual de serii:
1P
n=1

x
1+n2x2 bineinteles ca s(0) = 0 si pentru oricare > 0; daca x �

:
x

1+n2x2 �
1

1
x+n

2
< 1

n2
; prin urmare, prin testul lui Weierstrass

, seria este convergenta uniform pe [ ;1); pentru toti > 0: Prin urmare, pentru
�ecare n 2 N� si 0 < � x :

x
1+(n+1)2x2 �

R n+1
n

x
1+t2x2 dt �

x
1+nnx2 ;

de unde:
1P
n=0

x
1+(n+1)2x2 �

R1
0

x
1+t2x2 dt �

1P
n=0

x
1+nnx2 ;

de unde:
s(x) � arctan txj10 � x+ s(x); sau s(x) � �

2 � x+ s(x):



2. 4.?. EXERCITII xv

Acum, �e x! 0 (cu valori pozitive);prin urmare lim
x!0

s(x) = �
2 : Dar s(0) =

0; i.e. s =2 C0[0;1); astfel, putem concluziona c¼a convergen a de serie nu este
uniform¼a pe [0, ) (dac¼a ar �, s ar � continua deoarece �ecare termen al seriei este
continuu).

Exemplul 9. Fie s suma punctuala de serii
1P
n=1

sinn2x
n2 ; x 2 R;

Criteriul lui Weierstrass spune ca : s : R! R este suma uniforma a seriei, prin
urmare s 2 C0(R).Daca derivam seria termen cu termen ,obtinem seria :

1X
n=1

cos(n2x):

Fie x = r� , unde r este un numar rational;atunci o in�nitate de termeni ai seriei
au valoarea absoluta egala cu 1,deci aceasta serie nu poate converge la nici un
interval.Daca s�exista,atunci aceasta nu este suma punctuala a seriei(1).

2. 4.?. Exercitii

(1) Studiati convergenta sirului de functii (fn)n2N.
(a) fn (x) = sinnx:
(b) fn (x) = sin nxp

n2+1
:

(c) fn (x) = n sin nx
n2+1 :

(d) fn (x) = narc sin n
xn2+1

(2) Aratati ca orice sir de functii uniform convergent este convergent (punc-
tual).

(3) Aratati ca sirul de functii (fn) converge punctual dar neuniform pe A;
unde:
(a) fn (x) = nx

n+x ; A = RnZ:
(b) fn (x) = nxenx; A = (�1; 0]:

(4) Sa se arate ca fn (x) := nx
1+(n+1)x x � 0 de�neste un sir de functii conver-

gent care nu este uniform convergent.
(5) Sa se studieze convergenta punctuala si uniforma a sirului de functii (fn) :

(a) fn (x) = cosn x:
(b) fn (x) = sinnx � cosn x:
(c) fn (x) = sinn x+ cosn x:

(6) Demonstrati ca (fn) este uniform convergent pe multimea A; unde:
(a) fn (x) = xn; A =

�
� 1
4 ;

1
2

�
:

(b) fn (x) = nx
n+x ; A =

�
1
4 ;

1
2

�
:

(c) fn (x) = nxenx; A = (�1; �] unde � < 0:
(d) fn (x) = 1�xa

1+xa ; A = [�a; a] ; a > 1:
(7) Fie fn (x) = e�nx; x � 0:

(a) Sa se arate ca (fn) este un sir convergent pe [0;1):
(b) Sa se arate ca (fn) nu este uniform convergent pe [0;1):
(c) Sa se arate ca (fn) este uniform convergent pe [a;1) pentru orice

a > 0:
(8) Fie fn; gn; f; g : A � R! R astfel ca fn

u! f si gn
u! g: Sa se arate ca

(a) fn + gn
u! f + g:
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(b) Daca functiile f si g sunt marginite atunci fngn
u! fg:

(c) Daca functia f este nemarginita atunci este posibil ca fngn 9 fg:
(9) Fie r > 0 si fn; gn : (1;1)! R astfel ca fn+1 (x) = fn (x)+ r si gn (x) :=

logfn(x) fn+1 (x) 8 n 2 N; 8x > 1:
(a) Sa se studieze convergenta sirului de functii (fn)n2N :
(b) Sa se studieze convergenta sirului de functii (gn)n2N :
(c) Sa se calculeze lim

n!1
gn:

(10) Aratati ca pentru orice � 2 (0; 1) sirul (fn)n2N� ; fn (x) = xn converge
uniform pe (0; 1� �) dar nu converge uniform pe (0; 1) :

(11) Dati un exemplu de sir (fn)n2N� de functii marginite pe un interval I care
converge punctual la o functie f : I ! R nemarginita.

(12) Este adevarata a�rmatia "exista un sir (fn)n2N� de functii marginite pe
un interval I care converge uniform la o functie f : I ! R nemarginita"?

(13) Un sir de functii (fn)n2N de�nit pe o multime A se numeste sir Cauchy
punctual pe multime A daca pentru orice x 2 A sirul (fn (x))n2N este
sir fundamental. Demonstrati ca orice sir de functii Cauchy punctual este
convergent punctual.

(14) Fie (fn)n2N un sir de functii de�nit pe o multime A si f : A! R. Dovediti
implicatiile:
(a) fn ! f ) jfn (x)� f (x)j ! 0 8x 2 A:
(b) jfn (x)� f (x)j ! 0 8x 2 A) fn ! f

(15) Fie fn (x) =

8<: 0 pentru 0 � x � 1� 1
n ;

n
�
x�

�
1� 1

n

��
pentru 1� 1

n � x � 1;
1 pentru 1 � x � 2

; n 2 N�:

(a) Aratati ca sirul (fn)n2N� este convergent punctual pe [0; 2] :
(b) Aratati ca sirul (fn) nu este uniform convergent pe [0; 2].

(16) Folosind Criteriul lui Cauchy demonstrati ca sirul (fn)n2N� este uniform
convergent pe A:

(a) fn (x) =
nP
k=1

cosk kx
ka ; A = R; a > 1:

(b) fn (x) = nx
n�+1 ; A = [0; a] ; a > 0; � > 2014:

(c) fn (x) = sinn x+ cosn x;A =
�
�
6 ;

�
3

�
:

(17) Aratati ca fn
U9

[a;1)
0, unde fn (x) = nx

n�+1 ; a > 0; � > 2014:

(18) Fie fn : [0; 1] ! R; fn (x) := nx
n2x2+1 : Aratati ca sirul (fn)n2N� nu este

uniform convergent pe [0; 1] si totusi

lim
n!1

1R
0

fn (x) dx =
1R
0

�
lim
n!1

fn (x)
�
dx:

(19) Determinati multimea de convergenta C si limita punctuala a sirului
(fn)n2N� :

(a) fn (x) = x4n + x3n + x2n + xn + 1:
(b) fn (x) = sin (fn�1 (x)) n � 2 si f1 (x) = x; x 2

�
0; �2

�
:

(c) fn (x) = 1 + cosx+ 1
2 cos

2 x+ � � �+ 1
n cos

n x; x 2 R:

(20) Demonstrati ca seria de functii
1P
n=1

fn converge punctual si neuniform pe

multimea A; unde:
(a) fn (x) =

ln(1+nx)
nxn ; A = (1;1) :
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(b) fn (x) = xn

(1+x2)n ; A = R:
(c) fn (x) = 3n sin 1

4nx ; A = R
�:

(21) Aratati ca seria
1P
n=1

fn converge absolut si uniform pe multimea R; unde:

(a) fn (x) = sin4 nx
n3 :

(b) fn (x) = x2

1+n4x4 :

(c) fn (x) = arctg 2x
n4+x2 :

(22) Determinati multimea de convergenta pentru urmatoarele serii.
(a) 1+ x

2�3 +
x2

3�32 +
x3

4�33 + � � �

(b)
1P
n=1

2nxn

(2n+1)2
p
3n

(c)
1P
n=1

(�1)n�1
n xn

(d)
1P
n=1

3nxnp
(3n�2)2n

(23) Determinati suma seriei
(a) 1 + 2x+ 3x2 + :::
(b) x� x3

3 +
x5

5 + :::

(c) 1� 3x2 + 5x4 + :::
(d) 1� 4x+ 7x2 � 10x3 + :::
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CHAPTER 1

5. SERII DE PUTERI

Seriile de puteri si generalizarea lor -seriile Taylor - constituie clasele de serii
de functii cel mai des folosite in inginerie datorita maleabilitatii lor din punct de
vedere computational. Asa cum seriile numerice modeleaza riguros sintagma sume
in�nite, seriile de puteri modeleaza matematic expresia functii polinomiale cu nu-
mar in�nit de termeni. Printre aplicatiile cele mai importante ale acestor serii
amintim de�nirea de numere transcendente posibilitatea de estimare a acestora
cu precizie oricat de mare si aproximarile unor functii transcendente cu ajutorul
polinoamelor..

1. 5.1. Raza de convergenta. Domeniul de convergenta

Seriile de puteri sunt serii de functii al caror termen general de rang n este un
monom de grad n.

De�nitia 5.1.1. Serie de puteri. Raza de convergenta. O serie de functii
de forma

a0 + a1x+ a2x
2 + � � � :=

1P
n=0

anx
n (�)

unde a0; a1; a2; ::: sunt numere reale arbitrare date se numeste serie de puteri.
Fie C multimea de convergenta a seriei (�). Atunci

R := sup fjxj j x 2 Cg � [0;1]

se numeste raza de convergenta a seriei (�) :
Observatii 5.1.1. Fie seria de puteri (�) :
(1) Reamintim ca multimea de convergenta (sau domeniul de convergenta) a

seriei (�) ; adica

C =

�
x 2 R p seria numerica

1P
n=0

anx
n este convergenta

�
;

este domeniul de de�nitie al sumei seriei de puteri, si ,ca de obicei, iden-
ti�cam suma seriei cu simbolul seriei pe multimea de convergenta. Deci
functia

S : C ! R de�nita prin S (x) :=
1P
n=0

anx
n

este suma (punctuala a) seriei de puteri (�).
(2) Multimea de convergenta a unei serii de puteri nu poate � vida deoarece

0 2 C:

v
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(3) Raza de convergenta este nula daca si numai daca multimea de conver-
genta contine doar pe x = 0, deci

R = 0, C = f0g :
(4) Convenim ca termenul de grad 0 din (�) este a0 (chiar daca x = 0).
(5) Ca la orice serie daca schimbam un numar �nit de termeni natura seriei nu

se schimba, deci nici multimea de convergenta, nici raza de convergenta;
in schimb suma seriei se modi�ca, in general.

Exemplul 5.1.1. Cel mai simplu exemplu de serie de puteri este seria geo-
metrica

1P
n=n0

xn

unde n0 este un numar natural. Suma sa este functia S : (�1; 1)! R; S (x) = xn0

1�x :

Deci raza de convergenta a seriei geometrice este R = sup[0; 1) = 1:

Exemplul 5.1.2. Sa determinam raza de convergenta a seriei de puteri

1 +
1

1!
x+

1

2!
x2 + � � � :

Sa observam ca termenul general al seriei noastre este un := 1
n!x

n si ca x = 0 2 C,
unde C este domeniul de convergenta. Deoarece

lim
n!1

jun+1j
junj

= lim
n!1

jxj
n+ 1

= 0

rezulta -din criteriul raportului- ca seria este convergenta pentru orice x 6= 0. Prin
urmare C = R si raza de convergenta este R = sup[0;1) =1:

Prppozitia 5.1.1. Formule de calcul pentru raza de convergenta. Fie
seria de puteri (�) si R raza de convergenta.

(1) Daca exista lim
n!1

janj
jan+1j 2 [0;1] atunci R = lim

n!1
janj
jan+1j .

(2) Daca exista lim
n!1

1
n
p
janj

2 [0;1] atunci R = lim
n!1

1
n
p
janj

:

Observatie 5.1.3. Daca raza de convergenta a seriei de puteri
1P
n=0

anx
n este R

si ea a fost calculata cu una dintre formulele de mai sus, atunci si seria derivatelor
1P
n=1

nanx
n�1 este o serie de puteri care are raza de convergenta R si, de aseme-

nea seria "primitivelor"
1P
n=0

an
n+1x

n+1: De exemplu daca R = lim
n!1

janj
jan+1j atunci

lim
n!1

jnanj
j(n+1)an+1j = lim

n!1
j(n+2)anj
j(n+1)an+1j = R:

Teorema 5.1.1. Prima teorema a lui Abel. Fie seria de puteri (�) si
presupunem ca raza sa de convergenta este R 6= 0.

(1) Seria (�) este absolut convergenta pentru orice x 2 R petru care jxj < R
(adica (�R;R) � C);

(2) Daca R < 1 atunci seria (�) este divergenta pentru orice x 2 R pentru
care jxj > R (adica pe (�1;�R) [ (R;1) seria este divergenta);
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(3) Pe orice interval compact [a; b] � (�R;R) seria (�) este uniform conver-
genta.

Observatie 5.1.3. Conform teoremei lui Abel si teoremei de derivabilitate
avem � 1P

n=0
anx

n

�0
=

1P
n=1

nanx
n�1

pe orice interval [a; b] � (�R;R) : De asemenea, pe un astfel de interval avem, in
acord cu teorema primitivelor

xR
0

� 1P
n=1

ant
n

�
dt =

1P
n=0

an
n+ 1

xn+1:

Exemplul 5.1.3. Seria de puteri
1P
n=1

1
n2x

n are raza de convergenta R = 1 si

multimea de convergenta C = [�1; 1] :

Exemplul 5.1.4. Seria de puteri
1P
n=1

1
nx

n are raza de convergenta R = 1 si

multimea de convergenta C = [�1; 1):

Exemplul 5.1.5. Seria de puteri
1P
n=0

1
n!x

n are raza de convergenta R = 1 si

multimea de convergenta C = R:

Exemplul 5.1.6. Seria de puteri
1P
n=0

nxn are raza de convergenta R = 1 si

multimea de convergenta C = (�1; 1) :

Exemplul 5.1.7. Seria de puteri
1P
n=0

n!xn are raza de convergenta R = 0 si

multimea de convergenta C = f0g :

Teorema 5.1.2. A doua teorema a lui Abel. Fie seria de puteri (�) si
presupunem ca raza sa de convergenta este R 2 (0;1). Daca seria este convergenta
in x = R ( x = �R ) atunci seria (�) converge uniform pe intervalul [0; R] ( [�R; 0]
) iar suma sa este continua in x = R (in x = �R ).

Exemplul 5.1.8.

2. 5.2. Serii Taylor

Seriile Taylor sunt generalizari ale seriilor de puteri.
De�nitia 5.2.1. Serie Taylor. Raza de convergenta.O serie de forma

a0 + a1 (x� a) + a2 (x� a)2 + � � � :=
1P
n=0

an (x� a)n

unde an; a 2 R pentru orice n 2 N se numeste serie Taylor, sau serie de puteri
centrata in a.
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Studiul unei asemenea serii se reduce, punand x� a := y; la seria de puteri

a0 + a1y + a2y
2 + � � � :=

1P
n=0

any
n:

Daca R este raza de convergenta a acestei serii de puteri spunem ca R este raza
de convergenta a seriei Taylor. Sa observam ca, in virtutea primei teoreme a
lui Abel, avem

(a�R; a+R) � C
unde C este multimea de convergenta a seriei Taylor.

Observatia 5.2.1. Sa presupunem ca S : C ! R este suma seriei Taylor,
adica

S (x) =
1P
n=0

an (x� a)n ; x 2 C:

Atunci avem

S0 (a) = 1! � a1; S00 (a) = 2! � a2; :::; S(n) (a) = n! � an:

Prin urmare

S (x) =
1P
n=0

S(n) (a)

n!
(x� a)n ; x 2 C

si S 2 C1 (a�R; a+R) :
Ne punem problema:

daca f este o functie in ce conditii are loc egalitatea f (x) =
1P
n=0

f (n) (a)

n!
(x� a)n ?

In randurile urmatoare dam conditii su�ciente pentru ca f sa admita o asemenea
extindere in serie Taylor.

De�nitia 5.2.2. Serie Taylor asociata unei functii. Fie A � R, a un
punct interior al multimii A (i.e. 9� > 0 : (a� �; a+ �) � A) si f : A ! R o
functie inde�nit derivabila in punctul a. Numerele

f (n) (a)

n!
; n 2 N unde f (0) (a) := f (a)

se numesc coe�cientii Taylor (Maclaurin daca a = 0) ai functiei f in punctul
a, iar seria

1P
n=0

f (n) (a)

n!
(x� a)n

se numeste seria Taylor (Maclaurin daca a = 0) asociata functiei f in punctul
a,

Nu intodeauna seria Taylor asociata unei functii inde�nit derivabile intr-un
punct are suma egala cu valoarea functiei in acel punct.

Exemplul 5.2.1. Se arata, prin inductie matematica, ca

f (x) =

(
e

1
(x�a)2 daca x 6= a
0 daca x = a
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este o functie inde�nit derivabila in x = a si ca toate derivatele sale sunt nule in
acest punct: f (n) (a) = 0 pentru orice n 2 N: Prin urmare seria Taylor asociata
functiei in origine are suma nula in orice x 2 R, adica S : R! R; S (x) = 0 si

f (x) 6=
1P
n=0

f (n) (a)

n!
(x� a)n 8x 2 R�:

Domeniul de convergenta a seriei Taylor asociate unei functii poate sa difere de
domeniul de de�nitie al acelei functii.

Exemplul 5.2.2. Functia

f : (�1;1)! R; f (x) = ln (1 + x)
este inde�nit derivabila in a = 0, iar seria Maclaurin asociata ei are domeniul de
convergenta C = (�1; 1] si

f (x) =
1P
n=0

f (n) (0)

n!
xn =

1P
n=1

(�1)n�1

n
xn;8x 2 (�1; 1]:

De�nitia 5.2.2. Functie analitica. Dezvoltabilitate. Fie f 2 C1 (A) ; A � R si
a 2 A. Spunem ca f este analitica in a daca exista o vecinatate a acestui punct
V � A astfel incat f sa coincida cu suma seriei Taylor asociate, adica

f (x) =
1P
n=0

f (n) (a)

n!
(x� a)n ;8x 2 V:

Mai spunem, in acest caz, ca f este dezvoltabila in serie Taylor (Maclaurin, daca
a = 0) ia punctul (in jurul punctului) a:

Teorema urmatoare ne ofera conditiisu�ciente de dezvoltabilitate.
Teorema 5.2.1. Criterii de dezvoltabilitate (M teste). Fie f 2 C1 (A) ;

A � R si a 2 A. Daca exista o constanta pozitiva M si una dintre urmatoarele
conditii este indeplinita

(i):
��f (n) (x)�� �Mn pentru orice x 2 A si pentru orice n natural

(ii):
��f (n) (x)�� �M pentru orice x 2 A si pentru orice n natural

atunci f este dezvoltabila in serie Taylor in jurul punctului a, adica

f (x) =
1P
n=0

f (n) (a)

n!
(x� a)n ;8x 2 A:

3. 5.?. Exercitii

(1) Determinati domeniul de convergenta pentru urmaatoarele serii.

(a)
1P
n=0

xn

(n+1)3n

(b)
1P
n=0

2n�xn
(2n+1)2

p
3n

(c)
1P
n=0

(�x)n�1
n

(d)
1P
n=1

3nxnp
(3n�2)2n
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(e)
1P
n=1

n!xn

(n+1)n

(f) x+1
1�40 +

(x+1)2

2�4 + (x+1)3

3�42 + � � �
(g) 2x�3

1 � (2x�3)2
3 + (2x�3)3

5 + � � �
Raspunsuri. a. [�3; 3); b.

h
�
p
3
2 ;

p
3
2

i
; c. (�1; 1]; d.

�
�
p
2
3 ;

p
2
3

�
; e.

(�e; e) ; f. [�5; 3); g. (1; 2]:
(2) Determinati suma seriilor urmatoare.

(a)
1P
n=0

xn

3n

(b)
1P
n=1

xn

n�3n

(c)
1P
n=1

n�xn
3n

(d)
1P
n=0

xn

(n+1)3n

(e)
1P
n=0

(x+1)n

(n+1)3n

(f)
1P
n=0

n�(x+1)n
3n

(g)
1P
n=0

n�(x+1)n
(n+1)3n

(3) Determinati domeniul de convergenta pentru urmaatoarele serii.
(a) 1 + 2xp

5�5 +
4x2p
9�52 +

8x3p
13�53 + � � �

(b) 1� x2

3�2
p
2
+ x4

32�3
p
3
� x6

33�4
p
4
+ � � �

(c)
1P
n=1

10nxnp
n

(d)
1P
n=1

(�1)n x2n�1
2n�1

(e) x�1
1�2 +

(x�1)2
3�22 + (x�1)3

5�23 + � � �
(f) 2x+1

1 + (2x+1)2

4 + (2x+1)3

7 + � � �
Raspunsuri. a. (�

p
5
2 ;

p
5
2 ]; b.

�
�
p
3;
p
3
�
c. [� 1

10 ;
1
10 ); d. [�1; 1] ; e.

[�1; 3); f. [�1; 0):
(4) Determinati multimea de convergenta pentru urmatoarele serii.

(a) 1 + x2

2�3 +
x4

3�32 +
x6

4�33 + � � �

(b)
1P
n=1

2nx3n

(2n+1)2
p
3n

(c)
1P
n=1

(�1)n�1
n (x� 1)2n

(d)
1P
n=1

3nx2np
(3n�2)2n

(5) Determinati suma seriei
(a) 1 + 2x2 + 3x4 + :::
(b) x2 � x6

3 +
x10

5 + :::

(c) 1� 3x4 + 5x8 + :::
(d) 1� 4x2 + 7x4 � 10x6 + :::
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CHAPTER 1

6. Serii Fourier

Seriile Fourier sunt folosite in analiza semnalelor, in acustica, mecanica cuan-
tica, in telecomunicatii, in analiza vibratiilor, in compresia datelor, şi, in general in
analiza oricarui fenomen periodic. Tehnica folosita consta in scrierea functiei care
modeleaza fenomenul periodic ca suma unei serii al carei termen general este un
polinom trigonometric şi in analiza fenomenului cu ajutorul acestor polinoame. De
exemplu prin aceasta procedura se poate optimiza proiectarea unui sistem de tele-
comunicatii care transporta date analizand informatiile furnizate de componentele
spectrale ale unui semnal al acestor date.

1. 6.1. Serii trigonometrice. Conditiile lui Dirichlet

Seriile trigonometrice sunt serii de functii al caror termen general este un poli-
nom trigonometric de forma an cosn!x+ bn sinn!x, unde x este variabila reala.

De�nitia 6.1.1. Serie trigonometrica. Pulsatie. Fie ! > 0; şi an; bn 2 R
pentru orice n natural. O serie de functii de forma

a0
2
+

1P
n=1

an cosn!x+ bn sinn!x (�)

se numeste serie trigonometrica. Numarul pozitiv ! se numeste pulsatie (sau
faza) (pentru seria (�)).

Observatia 6.1.1. Fie seria trigonometrica (�) şi S : C ! R suma sa. Daca
multimea de convergenta este nevida atunci functia suma este periodica, de perioada
principala T := 2�

! : Intr-adevar

S (x+ T ) = a0
2 +

1P
n=1

an cosn!
�
x+ 2�

!

�
+bn sinn!

�
x+ 2�

!

�
= a0

2 +
1P
n=1

an cosn!x+

bn sinn!x = S (x)

pentru orice x 2 C:
Exemplul 6.1.1. Seria trigonometrica

1P
n=1

1
n2 sinnx are pulsatia ! = 1:

Deoarece
�� 1
n2 sinnx

�� � 1
n2 pentru orice x real, iar seria numerica

1P
n=1

1
n2 este con-

vergenta, urmeaza , conform teoremei lui Weierstrass, ca multimea de convergenta
este R şi seria este uniform convergenta pe toata axa reala.

De�nitia 6.1.2. Conditiile lui Dirichlet pentru o functie periodica.
Fie f : R! R o functie periodica de perioada principala T > 0: Spunem ca functia
f satisface conditiile lui Dirichlet daca pe orice interval de lungime T de forma
[�; �+ T ]

v
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� f este continua pe portiuni pe [�; �+ T ], intelegand prin aceasta ca
f este continua sau are un numar �nit de discontinuitati de prima speta
(reamintim ca a 2 [�; �+ T ] este o discontinuitate de speta intai daca f
admite limite laterale �nite in a, cel putin una dintre ele �ind diferita de
valoarea functiei in a; deci
� exista si este �nita limita laterala la stanga

f(a� 0) := lim
x!a
x<a

f (x) ;

� exista si este �nita limita laterala la dreapta

f(a+ 0) := lim
x!a
x>a

f (x)

şi f(a) 6= f(a� 0) sau f(a) 6= f(a+ 0);
� f este monotona pe portiuni pe [�; �+ T ], adica intervalul [�; �+ T ]
admite un numar �nit de subintervale de monotonie ale functiei f (deci
exista o diviziune a intervalului [�; �+ T ] de forma x0 = � < x1 <
::: < xn = � + T astfel ca f sa �e monotona pe (xi�1; xi) pentru orice
i 2 f1; :::; ng).

Exemplul 6.1.2. Functia f : R! R de�nita prin f (x) = cos�x; unde � > 0
este o functie periodica de perioada principala T = 2�

� : Sa consideram un interval de
lungime T; de exemplu [��

� ;
�
� ]: Cum functia f este continua pe acest interval (deci

este continua pe portiuni) şi intervalul [��
� ;

�
� ] are doua subintervale de monotonie

- pe (��
� ; 0) functia este crescatoare iar pe (0;

�
� ) este descrescatoare - (deci f este

monotona pe portiuni) rezulta ca functia f satisface conditiile lui Dirichlet.

De�nitia 6.1.3. Conditiile lui Dirichlet petru o functie de�nita pe un
interval marginit. Fie f : I ! R o functie, unde I � R este un interval marginit
de forma [a; b); (a; b) sau (a; b]. Fie ef : R ! R functia periodica, de perioada
T := b � a a carei restrictie la intervalul I este chiar functia f; adica extensia
(sau extinderea) prin periodicitate a functiei f . Spunem ca functia f : I ! R
satisface conditiile lui Dirichlet daca si numai daca extensia sa ef satisface conditiile
lui Dirichlet.

� Reamintim ca daca f : [a; b)! R atunci extinderea prin periodicitate
a functiei f este functia ef : R! R de�nita prinef (x) := f (x� kT ) ; x 2 [a+ kT; b+ kT ); k 2 Z
unde T := b� a este perioada extensiei (si desigur, ef j[a;b)= f).

Observatia 6.1.2. Conform de�nitiilor 6.1.2 si 6.1.3 functia periodica f : R!
R veri�ca conditiile lui Dirichlet daca si numai daca exista un interval [a; b], unde
b�a este perioada lui f astfel incat restrictia f j[a;b] satisface conditiile lui Dirichlet.

� Reamintim ca daca f : A! R si B � A functia f jB : B ! R; f jB (x) =
f (x)se numeste restrictia functiei f la multimea B:

Observatia 6.1.3. Fie f : I ! R o functie, unde I � R este un interval
marginit de forma [a; b); (a; b); sau (a; b]. Conform de�nitiilor 6.1.2 si 6.1.3 functia f
satisface conditiile lui Dirichlet daca este marginita, continua pe portiuni (adica este
continua sau admite un numar �nit de discontinuitati de speta intai) si monotona
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pe portiuni (adica admite un numar �nit de subintervale de monotonie). Prin
urmare veri�carea conditiilor lui Dirichlet nu impune extinderea functiei f prin
periodicitate.

Exemplul 6.1.3. Functia de�nita prin

f (x) =

�
�x+ 1 daca x 2 [�1; 1)
x2 daca x 2 [1; 2)

este continua pe portiuni pe I = [�1; 2) (deoarece f este marginita si a = 1 este
singurul punct de discontinuitate de speta intai, intrucat f(1 � 0) = f(1) = 0 6=
f(1 + 0) = 1); f este monotona pe portiuni: este descrescatoare pe subintervalul
(�1; 1) şi crescatoare pe (1; 2). In consecinta functia f satisface conditiile lui Dirich-
let.

2. 6.2. Serii Fourier

In cele ce urmeaza vom construi o serie trigonometrica pornind de la o functie
periodica ce satisface conditiile lui Dirichlet.

De�nitia 6.2.1. Seria Fourier asociata unei functii periodice. Fie f :
R ! R o functie periodica, de perioada principala T , care satisface conditiile lui
Dirichlet si ! := 2�

T . Atunci numerele

an :=
2

T

T
2R

�T
2

f (x) cosn!xdx; n 2 N si

bn :=
2

T

T
2R

�T
2

f (x) sinn!xdx; n 2 N�

se numesc coe�cientii Fourier ai functiei f iar seria trigonometrica construita
cu acesti coe�cienti, i.e.

a0
2
+

1P
n=1

an cosn!x+ bn sinn!x (�)

se numeste seria Fourier a functiei f , sau dezvoltarea functiei f in serie
Fourier.

Remarcam faptul ca, in conditiile de�nitiei de mai sus

� daca f este o functie para (i.e. f (�x) = f (x) ;8x 2 R) atunci

an =
4

T

T
2R
0

f (x) cosn!xdx; n 2 N; iar bn = 0;8n 2 N�:

In acest caz seria Fourier (�) asociata functiei f este
a0
2
+

1P
n=1

an cosn!x;

vom spune, in acest caz, ca seria (�) este dezvoltarea in serie de cos-
inusuri a functiei f j[0;T2 ) :
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� daca f este o functie impara (i.e. f (�x) = �f (x) ;8x 2 R) atunci

an = 0; n 2 N�; iar bn =
4

T

T
2R

�T
2

f (x) sinn!xdx;8n 2 N�:

In acest caz seria Fourier (�) asociata functiei f este
a0
2
+

1P
n=1

bn sinn!x;

vom spune, in acest caz, ca seria (�) este dezvoltarea in serie de si-
nusuri a functiei f j[0;T2 ) :

Observatia 6.2.1. Reamintim ca, in conditiile de�nitiei precedente, coe�cientii
Fourier ai functiei f se pot calcula pe orice interval de lungime T (functiile x p!
f (x) cosn!x, respectiv x p! f (x) sinn!x �ind periodice, de perioada T ). Deci

an =
2

T

a+TR
a

f (x) cosn!x � dx; n 2 N si

bn =
2

T

b+TR
b

f (x) sinn!x � dx; n 2 N�

oricare ar � a; b 2 R:

Urmatoarea de�nitie este de fapt o conventie: prin dezvoltarea in serie Fourier
a unei functii de�nite pe un interval marginit vom intelege de fapt dezvoltarea pre-
lungirii acesteia prin periodicitate, perioada �ind lungimea intervalului de de�nitie.

De�nitia 6.2.2. Seria Fourier asociata unei functii de�nite pe un in-
terval marginit. Fie a < b <1 si f : [a; b)! R o functie care satisface conditiile
lui Dirichlet. De�nim T := b� a si ! := 2�

T . Functia

F : R! R; F (x) = f (x� kT ) ; 8x 2 [a+ kT; b+ kT ); 8k 2 Z
este o functie periodica de perioada T care satisface conditiile lui Dirichlet, si, a
carei restrictie la intervalul [a; b) este chiar functia f . Vom spune ca seria Fourier
si coe�cientii Fourier ai functiei F sunt seria Fourier, respectiv coe�cientii
Fourier ai functiei f . Analog de�nim seria , respectiv coe�cientii Fourier pentru
o functie de�nita pe un interval de forma (a; b]:

Observatia 6.2.2. Daca avem o functie f : I ! R, unde I este de forma
[0; b); (�b; 0]; [0; b]; [�b; 0] si b < 1 iar functia satisface conditiile lui Dirichlet si
dorim sa o dezvoltam in serie de cosinusuri, atunci -cum functia f nu este para-
trebuie sa prelungim functia f prin paritate, deci sa dezvoltam functia

fp : (�b; b)! R; fp (x) =
�

f (x) daca x 2 [0; b)
f (�x) daca x 2 (�b; 0) :

Sa remarcam faptul ca, in acest caz, perioada este lungimea intervalului de de�nitie
a functiei fp; adica T = 2b, pulsatia este ! = �

b ; iar coe�cientii Fourier se pot
calcula folosind functia f direct, deoarece bn = 0; 8n 2 N� si

an =
4

T

T
2R
0

fp (x) cos (n!x) dx =
2

b

bR
0

f (x) cos (n!x) dx; n 2 N:
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Observatia 6.2.3. Daca avem o functie f : I ! R, unde I este de forma
[0; b); (�b; 0]; [0; b]; [�b; 0] si b < 1 iar functia satisface conditiile lui Dirichlet si
dorim sa o dezvoltam in serie de sinusuri, atunci -cum functia f nu este impara-
trebuie sa prelungim functia f prin imparitate, deci sa dezvoltam functia

fi : (�b; b)! R; fi (x) =
�

f (x) daca x 2 [0; b)
�f (�x) daca x 2 (�b; 0) :

Sa remarcam faptul ca, in acest caz, perioada este lungimea intervalului de de�nitie
a functiei fi; adica T = 2b, pulsatia este ! = �

b ; iar coe�cientii Fourier se pot
calcula folosind numai functia f direct, deoarece an = 0; 8n 2 N� si

bn =
4

T

T
2R
0

fp (x) sin (n!x) dx =
2

b

bR
0

f (x) sin (n!x) dx; n 2 N�:

Instrumentul esential de lucru cu seriile Fourier este dat de teorema lui Dirich-
let.

Teorema 6.2.1. Teorema lui Dirichlet. Fie f : R! R o functie periodica
de perioada T care satisface conditiile lui Dirichlet. Atunci seria Fourier asociata
functiei f este convergenta pe R, iar suma sa S : R! R are expresia analitica

S (x) =
f (x� 0) + f (x+ 0)

2
:

Observatia 6.2.4. Sa remarcam ca, in conditiile teoremei, daca x este un
punct de continuitate pentru functia f atunci S (x) = f (x).

Exemplul 6.2.1. Sa incercam sa a�am care este seria Fourier asociata functiei
f (x) = tgx; x 2

�
��
2 ;

�
2

�
: Primul pas pe care trebuie sa-l facem este sa vedem daca

Exemplul 6.2.2. Fie f (x) =
�
1 daca x 2 [0; 1)
0 daca x = 1

: Sa se determine urma-

toarele.
(1) Seria Fourier asociata acestei functii si suma sa.
(2) Seria Fourier de cosinusuri.
(3) Seria Fourier de sinusuri.
(4) Sumele seriilor numerice.

(5) s =
1P
m=0

(�1)m
2m+1 :

Rezolvare. 1. Primul lucru pe care trebuie sa-l facem pentru o asocia o serie
Fourier unei functii este sa veri�cam conditiile lui Dirichlet (daca acestea nu sunt
veri�cate, atunci nu se pune problema seriei Fourier asociate). Cum functia noastra
este marginita si are un singur punct de discontinuitate de speta intai (x = 1),
functia este continua pe portiuni; este si crescatoare pe (0; 1); deci monotona pe
portiuni; prin urmare satisface conditiile lui Dirichlet. Lungimea intervalului de
de�nitie este chiar perioada sumei seriei Fouriei asociate, deci aici T = 1. Suma
seriei Fourier a functiei f este, conform teoremei lui Dirichlet, este chiar extinsa
prin periodicitate a functiei noastre in punctele de continuitate, adica S (x) = 1;
pentru x 2 R�Z, iar in punctul de discontinuitate al functiei f limitele laterale
pentru extensia prin periodicitate sunt egale cu 1, adica S (x) = 1; pentru x 2 Z :
Deci

S : R! R; S (x) = 1
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este suma seriei Fouriei asociate, iar an = bn = 08n � 1 si a0 = 2, adica seria
Fourier are forma triviala: 1:

2.: Prelungita prin paritate -pe care trebuie sa o consideram in cazul unei
serii de cosinusuri- veri�ca de asemenea conditiile lui Dirichlet si este

fp (x) =

�
1 daca x 2 (�1; 1)
0 daca x = 1

; deci, ca in primul caz, seria este triv-

iala, i.e. 1, iar suma ei este functia S : R! R; S (x) = 1:
3.: Trebuie sa prelungim functia prin imparitate. Aceasta prelungire este

fi (x) =

�
1 daca x 2 [0; 1)
0 daca x = (�1; 0) [ f1g : In acest caz perioada este

lungimea intervalului, adica T = 2, pulsatia este ! = � si, conditiile

Dirichlet �ind satisfacute, avem an = 0; 8n 2 N�; a0 = 2
T

T
2R

�T
2

fi (x) dx =

1R
0

dx = 1 si bn = 4
T

T
2R
0

f (x) sin (n!x) dx =
1R
0

sin (n�x) dx =� 1
n� cos (n�x)

��1
0 =

� 1
n� [(�1)

n � 1] =
�

0 daca n = 2m
2
n� daca n = 2m+ 1;m 2 N : In consecinta seria

de sinusuri a functiei f si suma sunt date de

1

2
+
2

�

1P
m=0

1

2m+ 1
sin (2m+ 1)�x =

8<: 1 daca x 2 (2k; 2k + 1)
1
2 daca x = k

0 daca x 2 (2k � 1; 2k)
; k 2 Z:

4.: Punand in identitatea precedenta x = 1
2 ; deoarece sin

(2m+1)�
2 = (�1)m ;

obtinem 1
2 +

2
�

1P
m=0

(�1)m
2m+1 = 1; de unde s =

�
4 :

3. 6.3. Probleme rezolvate

Problema 6.3.1. Fie f : [0; 2�)! R de�nita prin:

f(x) =

8<: 1; daca x 2 [0; �)
0; daca x = �

2; daca x 2 (�; 2�)
(a) Aratati ca functia f veri�ca conditia lui Dirichlet si scrieti suma S pentru

seria lui Fourier asociata functiei f .
(b) Scrieti seria lui Fourier asociata lui f .
(c) Scrieti extinderea functiei f intr-o serie cosinus;

(d) Demonstrati ca s1 =
1P
m=0

(�1)m
2m+1 =

�
4 si s2 =

1P
k=0

(�1)k(2k+1)
(4k+1)2(4k+3)2 =

�2
p
2

128 :

Solutie. (a) Functia f este marginita (de fapt f(x) 2 [0; 2]; pentru toti
x 2 [0; 2�)), crescatoare, si are un punct unic de prima specie de discontinuitate in
a = � : f(� � 0) = 1 si f(� + 0) = 2:

Prin urmare conditia lui Dirichlet este veri�cata. In acest caz suma S :
R ! R este o functie periodica, si conform teoriei lui Dirichlet: S(x) = 1

2 [g(x �
0)+g(x+0)];8x 2 R, unde g este prelungire functiei f de periodicitate cu perioada
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principal T = 2�; i.e. g(x) = f(x � 2k�); x 2 [2k�; (2kx 2 [2k�; (2k + 1)�); k 2 Z
prin urmare

g(x) =

8<: 1; daca 0 � x� 2k� < � () x 2 [2k�; (2k + 1)�)
0; daca x = (2k + 1)�

2; daca � � x� 2k� < 2� () x 2 [(2k + 1)�; 2(k + 1)�)
unde k 2 Z

Deoarece g este o functie continua pe (2k; (2k + 1)�) [ ((2k + 1)�; 2(k +
1)�); k 2 Z, rezulta ca S(x) = g(x) pe aceste intervale; cand x = 2k� avem
g(2k� � 0) = g(0� 0) = lim

x!0
x<0

g(x) = 2; si g(2k� + 0) = g(0 + 0) = f(0 + 0) = 1;

prin urmare S(2k�) = 2+1
2 = 3

2 :Pentru x = (2k + 1)� avem:
g((2k + 1)� � 0) = g(� � 0) = f(� � 0) = 1 si
g((2k + 1)� + 0) = g(� + 0) = f(� + 0) = 1;

prin urmare S((2k + 1)�) = 3
2 ; pentru toti k 2 Z; in consecinta:

S(x) =

8<: 1; daca x 2 (2k�; (2k + 1)�)
3
2 ; daca x 2 fk�; k 2 Z g

2; daca x 2 ((2k + 1)�; 2(k + 1)�)
unde k 2 Z.

(b). De fapt vom dezvolta, la fel ca în de�ni ie (v), functia periodica
g : R! R, cu perioada T = 2� si pulsatia ! = 2�

T = 1: Vom calcula coe�cientii lui

Fourier: an = 2
T

�
2R
��

2

g(x) cos(n!x)dx = 2
2�

TR
0

g(x) cosnxdx = 1
�

2�R
0

f(x) cosnxdx =

= 1
� [
�R
0

cosnxdx+
2�R
�

2 cosnxdx] = 1
� [

1
n sinnxj

�
0 +

2
n sinnxj

2�
� ] =

= 1
n� [sinx� + 2(sin 2n� � sinn�)] = 0; daca n 2 N

� si

a0 =
1
� [
�R
0

dx+ 2
2�R
�

dx] = 1
� (� + 2�) = 3:

Analog pentru n 2 N� :

bn =
2
T

�
2R
��

2

g(x) sin(n!x)dx = 2
2�

TR
0

g(x) sinnxdx = 1
�

2�R
0

f(x) sinnxdx =

= 1
� [
�R
0

sinnxdx+
2�R
�

2 sinnxdx] = 1
� [�

1
n cosnxj

�
0 � 2

n cosnxj
2�
� ] =

= 1
n� [(�1)

n+1 + 1 � 2(1 � (�1)n)] = 1
n� [(�1)

n � 1]; de unde b2m = 0; n 2 N�
si b2m+1 = � 2

(2m+1)� ; daca m 2 N�;
in consecinta, seria lui Fourier asociata lui f este:

3
2 �

2
�

1P
m=0

1
2m+1 sin(2m+1)x si suma sa S : R! R este de�nita la punctul

(a). Particular pentru x = �
2 obtinem suma s1 (din punctul (d)):

1 = S(�2 ) =
3
2 �

2
�

1P
m=0

1
2m+1 sin(n� +

�
2 ) =

3
2 �

2
�

1P
m=0

(�1)m
2m+1 ;

prin urmare s1 =
1P
m=0

(�1)m
2m+1 =

�
4 :

Pentru a doua serie s2 remarcam ca:
2k+1

(4k+1)2(4k+3)2 =
1
8 [

1
(4k+1)2 �

1
(4k+3)2 ]:
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Pe de alta parte o primitiva a termenului general al seriei (1) este 2�
1

(2m+1)2 cos(2m+

1)x: Este natural sa punem intrebarea: poate � integrata egalitatea termen cu

termen:32 �
2
�

1P
m=0

1
2m+1 sin(2m+ 1)x = 1; x 2 (0; �)?

Raspunsul este a�rmativ (vezi ex. 6). Atunci avem:
3x
2 �

2
�

1P
m=0

1
(2m+1)2 cos(2m+ 1)x = x+ C; x 2 (0; �)

unde C este o constanta reala. Pentru x = �
2 in (3) obtinem C = �

4 si pentru

x = �
4 avem:

3�
8 +

2
�

1P
m=0

1
(2m+1)2 cos(2m+1)

�
4 =

�
4 +

�
4 =

�
2 ; prin urmare, deoarece

cos(2m+ 1)�4 =
1p
2
(cos m�2 � sin m�2 ) =

8<:
(�1)kp

2
m = 2k

(�1)k+1p
2

m = 2k + 1

rezulta ca:
1p
2

1P
k=0

(�1)k
(4k+1)2 +

(�1)k
(4k+3)2 = �

2 (
�
2 �

3�
8 ) =

�2

16 ; aici vom folosit faptul c¼a

serile
1P
k=0

(�1)k
(4k+1)2 si

1P
k=0

(�1)k
(4k+3)2 sunt convergente absolut. Prin urmare, folosind (2):

�2
p
2

16 =
1P
k=0

(�1)k8(2k+1)
(4k+1)2(4k+3)2 ; sau s2 =

�2
p
2

128 :

(c) De�nim o functie para h : (�2�; 2�) ! R astfel incat h(x) = f(x);
pentru toti x 2 [0; 2�): De fapt

h(x) =

8<: 1; daca x 2 (��; �)
0; daca x 2 f��; �g

2; daca x 2 (�2�;��) [ (�; 2�)
si a�am coe�cientii lui Fourier pentru h; in acest caz T = 4�; ! = 2�

4� =
1
2 ;

bn = 0 pentru toti n 2 N� si a0 = 4
T

2�R
0

h (x) dx = 1
� (

�R
0

dx+ 2
2�R
�

dx) = 3;

pentru n � 1 avem

an =
4
4�

T
2R
0

h(x) cos(n�x)dx = 1
�

2�R
0

f(x) cos nx2 dx =
1
� [
�R
0

cos nx2 dx+
2�R
�

cos nx2 dx] =

1
� [

2
n sin

nx
2

�

j
0
+2 2� sin

nx
2

2�

j
�
= 2

n� [sinn�+2(sinn��sin
n�
2 )] = �

2
n� sin

n�
2 =

(
0; for n = 2m;m 2 N *

2(�1)m+1

�(2m+1) ; n = 2m+ 1;m 2 N

)
Prin urmare, cosinusul seriei pentru functia f este:
3
2 +

2
�

1P
m=0

(�1)m+!

2m+1 cos (2m+1)x2 ; x 2 R.
Din teorema lui Dirichlet stim ca suma acestei serii este
S (x) = 1

2 [H(x� 0) +H(x+ 0)]
unde H este prelungirea functiei h prin perioada cu T = 4�. Prin urmare:

S (x) =

8<: 1;daca x 2 ((2k � 1)�; (2k + 1)
2;daca x 2 ((2k + 1)�; (2k + 3)�

3
2 ;daca x = (2k + 1)�

unde k 2 Z. In plus, pentru x = 0 avem:
S (0) = 1() 3

2 +
2
�

1P
m=0

(�1)m+1

2m+1 = 1()
1P
m=0

(�1)m
2m+1 =

�
4 :

Problema 6.3.2. Fie f : [0; 1)! R, f (x) = x:
(a) Scrieti seriile lui Fourier pentru cosinusuri
(b)Calculati:
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s1 =
1P
n=1

1
n2 ; s2=

1P
n=0

1
(2n+1)2 ; s3=

1P
m=0

(�1)m
(2m+1)2 ; si s4=

1P
n=1

1
n4 :

(c) Construiti seria lui Fourier a sinusului pentru f:
Solution.(a) Prelungirea functiei f la o functie para este:
g (x) = jxj; x 2 (�1; 1);
prin urmare T = 1� (�1) = 2; ! = 2�

T = �; bn = 0; n 2 N* si

an =
4
T

T
2R
0

g (x) cos(n�x)dx = 2
1R
0

f (x) cos(n�x)dx; n 2 N*

Atunci:

a0 = 2
1R
0

xdx = 1; si pentru n 2 N*:

an =
4
T

1R
0

x(sinn�x)0dx = 2
n� [x sinn�xj

1
0 +

1
n� cosn�xj

1
0] =

2
n2�2 [(�1)

n � 1] =

=

�
0; daca n = 2m;m 2 N *

� 4
(2m+1)2�2 ; daca n = 2m+ 1;m 2 N

g 2 C0(�1; 1); din teorema lui Dirichlet avem:
1
2 �

4
�2

1P
m=0

1
(2m+1)2 cos(2m+ 1)x = jxj; pentru x 2 (�1; 1):

De fapt seria (1) are suma
S (x) = 1

2 [g(x� kT � 0)+ g(x� kT +0)] = jx� 2kj; x 2 [2k� 1; 2k+1); k 2 Z;
cu diagrama:

LIPSESTE DIAGRAMA !
(b)Din(1), pentru x = 0 avem:
1
2 �

4
�2

1P
m=0

1
(2m+1)2 = 0) s2 =

�2

8 :

Dar

s1 =
1P
n=1

1
n2 =

1P
m=1

1
(2m)2 +

1P
m=0

1
(2m+1)2 =

1
4s1 + s2; prin urmare s1 =

�2

6 :

Remarcam:

j 1
(2m+1)2 cos(2m+ 1)xj �

1
(2m+1)2 8x 2 R, si

1P
m=0

1
(2m+1)2 convergent,

prin urmare din criteriul lui Weierstrass ajungem la concluzia ca (*) este
convergenta uniform si putem integra termen cu termen in (1):
x
2 �

4
�3

1P
m=0

1
(2m+1)3 sin(2m+ 1)�x =

x2

2 + c;8x 2 (�1; 1) (2)

si pentru x = 0 obtinem constanta c = 0; pentru x = 1
2 avem

1
2 �

4
�3

1P
m=0

1
(2m+1)3 (�1)

m = 1
8 ()

4
�3 s3 =

1
8 () s3 =

�3

32 :

Din nou:
j 1
(2m+1)3 sin(2m+ 1)�xj �

1
(2m+1)2 8x 2 R,

si
1P
m=0

1
(2m+1)3 convergent, prin urmare din criteriul lui Weierstrass seria (2)

poate � integrata terme cu termen (teorema continuitatii):
x2

4 +
4
�3

1P
m=0

1
(2m+1)4 cos(2m+ 1)�x =

x3

6 + k; x 2 (�1; 1) (3)

Fie x = 0 in (3); obtinem:
4
�4 s = k; unde s =

1P
m=0

1
(2m+1)4 ; pentru x =

1
2 in (3):
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1
16 �

4
�4

1P
m=0

0 = 1
48 + k =)

1
24 si s =

�4

96 :

Mai mult:

s4 =
1P
n=1

1
n4 =

1P
m=1

1
(2m)4 +

1P
m=0

1
(2m+1)4 =

1
16s4 + s;, prin urmare s4 =

�4

90 :

(c) In acest caz T = 2; an = 0; pentru n 2 N si

bn =
4
T

1R
0

x(sinn�x)dx = 2
1R
0

x(� 1
n� cosn�x)

0dx = � 2
n�x cosn�x

1

j
0
+ 2
n�

1
n� sin(n�x)

1

j
0
=

2(�1)n+1
n� ; pentru oricare n 2 N*, prin urmare :
1P
n=1

2(�1)n+1
n� sin(n�x); x 2 R

este seria lui Fourier a sinusului.Suma este prelungirea periodica pentru functia:

h(x) =

�
x; daca x 2 (�1; 1)

1
2 [h(�1 + 0) + h(1� 0)] = 0; daca x = 1

Prin urmare:
2
�

1P
n=1

(�1)n+1
n sin(n�x) =

�
x� 2k; daca x 2 (2k � 1; 2k + 1)

0; daca x = 2k + 1
unde k 2 Z:

Problema 6.3.3. Fie f : (��; �]! R; f(x) = ex:
(a) Extindeti in seria lui Fourier aceasta functie si gasiti suma,
(b) Gasiti suma seriilor:
1P
n=0

1
4n2+1 ; si

1P
n=0

1
(2n+1)2+1 :

Solutie. In timp ce f 2 C0(��; �] este marginita si crescatoare, conditiile lui
Dirichlet sunt veri�cate, prin urmare seria lui Fourier este asociata lui f :

a0
2 +

1P
n=1

an cos(n$x) + bn sin(n$x);

este convergent pe R, unde
T = � � (��) = 2�
este perioada si
$ = 2�

T = 1
este pulsatia; suma S : R! R este o functie periodica cu perioada T = 2� si

S(x) =

�
ex�2k�; x 2 ((2k � 1)�; (2k + 1)�); k 2 Z

1
2 [S(2k � 0) + S(2k + 0)] = ch�; ifx = (2k + 1)�; k 2 Z

�
Sa determinam coe�cientii lui Fourier:

a0 =
2
T

�R
��
f(x)dx = 1

�

�R
��
exdx = 1

� [e
x � e�x] = 2

� sh�; si pentru n � 1;

an =
1
n

�R
��
ex cosnxdx = 1

� [e
x cosnxjx�x � n

�R
��
ex cosnxdx] = (�1)n 2sh�� � n2an

prin urmare
an = (�1)n 2sh�� � 1

n2+1 ;
si analogul
bn = (�1)n�1 2sh�� � n

n2+1

pentru oricare n 2 N*. In consecinta:
S (x) = sh�

� + 2sh�
�

1P
n=1

(�1)n
n2+1 (cosnx� n sinnx)

b) Pentru x = 0 obtinem
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S (0) = 1 = sh�
� + sh�

�

1P
n+1

(�1)n
n2+1 ;

prin urmare
1P
n=0

(�1)n
n2+1 =

�
2sh� +

1
2 (1)

si pentru x = � avem

ch� = sh�
� + 2sh�

�

1P
n=1

1
n2+1 ;

prin urmare
1P
n=0

1
n2+1 =

�ch�
2sh� +

1
2 (2)

Dar seriile (1) si (2) sunt absolut convergente, prin urmare, adunandu-le obtinem:
�(1+ch�)
2sh� =

1P
n=0

1+(�1)n
n2+1 = 2

1P
n=0

1
4m2+1

prin urmare
1P
n=0

1
4m2+1 =

1
2 +

�
4sh� (1 + ch�);

si prin scaderea (1) si (2) urmeaza:
1P
n=0

1
(2m+1)2+1 =

�ch�
4sh� :

Problema 6.3.4. Fie f : (0; 1)! R,f (x) = x2:
(a) Extindeti f in seria lui Fourier.
(b) Scrieti seria sinusurilor asociata lui f:
(c) Extindeti f in cosinusul seriei.

(d) Gasiti suma seriilor
1P
n=1

1
n2 ;

1P
n=1

1
n4 si

1P
n=1

1
n6 :

Solutie. (a) Functia f este continua, marginita si crescatoare, prin urmare
potrivit teoremei lui

Dirichlet, seria lui Fourier asociata e convergenta pe R si suma ei S : R ! R
este o functie periodica avand perioada T = 1 si pulsatia $ = 2�: Mai mult,

S (x) = x; daca x 2 (0; 1); si S (0) = 1
2 [f(0 + 0) + f(1� 0)] =

1
2 ; prin urmare:

S (x) =

�
(x� k)2; daca x 2 (k; k + 1)

1
2 ; daca x = k

pentru oricare k 2 Z;
Si acum sa gasim coe�cientii lui Fourier. In timp ce:

an =
2
T

1R
0

x2 cos 2n�xdx; pentru n 2 N
avem

a0 = 2
1R
0

x2dx = 2
3 si pentru n � 1 :

an =
2
2n�

1R
0

x2(sin 2n�x)0dx = 1
n�x

2 sin 2n�xj10� 1
n�

1R
0

2x sin 2n�xdx = 2
n�

1
2n�

1R
0

x(cos 2n�x)0dx =

1
n�x

2 cos 2n�xj10 + 1
n�2

1R
0

cos 2n�xdx = � 1
n� +

2
n�

1
2n�

1R
0

x(sin 2n�x)0dx = 1
n2�2 ;

bn = 2
1R
0

x sin 2n�xdx = � 1
n� +

1
n2�2x sin 2n�xj

1
0 � 1

n2�2

1R
0

sin 2n�xdx = � 1
n� +

1
2n3�3 � cos 2n�xj

1
0 = � 1

n�
Prin urmare, seria trigonometrica asociata lui f este
1
3 +

1P
n=1

1
n2�2 cos 2n�x = S (x) ; x 2 R.
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(b) Extindem functia prin imparitate si o dezvoltam in seria trigonometrica.
In acest caz, seria obtinuta este convergenta pe R si suma ei S1 : R ! R va �i o
functie perioadica avand perioada T = 2; pulsatia $ = 2�

T = � si :

S1 (x) =

8<: (x� 2k)2; daca x 2 [2k; 2k + 1)
�(x� 2k)2; daca x 2 (2k � 1; 2k)

0; daca x = 2k + 1
unde k 2 Z

Mai mult, an = 0; n 2 N si prin n � 1 :

bn =
4
T

1
2R
0

f (x) sin(n$x)d = 4
2

1R
0

x2 sin(n�x) = � 2
n�

1R
0

x2(cosn�x)0dx = � 2
n�x

2 cosn�xj10+

2
n�

1R
0

x cosn�xdx = � 2
n� (�1)

n+ 2
n�

1
n�

1R
0

x(sinn�x)0dx = 2(�1)n+1
n� + 2

n2�2x sinn�xj
1
0+

2
n3�3 cosn�xj

1
0 =

2(�1)n+1
n� + 2

n3�3 [(�1)
n�1] =

�
� 2
2m� = �

1
m� ; n = 2m

2
(2m+1)� �

4
(2m+1)3�3 ; n = 2m+ 1

�
Prin urmare

S1 (x) =
1P
n=1

�1
m� sin 2m�x+[

2
(2m+1)� �

4
(2m+1)3�3 ] sin(2m+1)�x:pentru oricare

x 2 R.
(c) Extindem functia g : (�1; 1) ! R, g(x) = x2 in seria trigonometrica; din

nou T = 2; $ = �; si

S2 (x) =
a0
2 +

1P
n+1

an cosn�x; S2 : R! R,

unde suma S2 este o functie periodica avand perioada T = 2;
S2 (x) = g(x� 2k) = (x� 2k)2; x 2 (2k � 1; 2k + 1); k 2 Z
Aici

an =
4
T

T
2R
0

f(x) cosn$xdx = 2
1R
0

x2 cosn�xdx;

prin urmare

a0 = 2
1R
0

x2dx = 2
3 ; si pentru n � 1;

an =
2
n�

1R
0

x2(sinn�x)0dx = 2
n�x

2 sinn�xj10� 2
n�2

1R
0

x(� cosn�x
n� )0dx = 4

n2�2x cosn�xj
1
0 =

4
n2�2 cosn� =

4(�1)n
n2�2 :

In consecinta

S2 (x) =
1
3 +

4
�2

1P
n=1

(�1)n
n2 cos(n�x); x 2 R.

In particular:

x2 = 1
3 +

4
�2

1P
n=1

(�1)n
n2 cos(n�x); x 2 (�1; 1) (*).

(d) Fie s =
1P
n=1

1
n2 si s1 =

1P
n=0

1
(2m+1)2 :

Atunci

s1 =
1P
m=1

1
m2 �

1P
m=1

1
(2m)2 = s�

1
4s =

3
4s:

Pe de alta parte pentru x = 0 in (*) avem:

0 = 1
3 +

4
�2

1P
m=1

(�1)n
n2 = 1

3 +
4
�2 (�

1
12 +

1
22 �

1
32 +

1
42 � :::) =

1
3 +

4
�2 (

1P
m=1

1
4m2 �

1P
m=0

1
(4m+1)2 ) =

1
3 +

4
�2 �

1
4s�

4
�2 s1 =

1
3 +

1
�2 s�

3
�2 s = �

2
�2 s+

1
3 ;
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prin urmare:

s =
1P
n=1

1
n2 =

�2

6 :

Criteriul lui Weierstrass si teorema continuitatii implica, din (*):
x3

3 +A =
x
3 +

4
�3

1P
n=1

(�1)n
n3 sin(n�x); x 2 (�1; 1)

unde, pentru x = 0 obtinem A = 0; integram dinou termen cu termen si
obtinem:

x4

12 +B =
x2

6 +
4
�4

1P
n=1

(�1)n�1
n4 cos(n�x); x 2 (�1; 1):

Pentru x = 0 in (1) obtinem:

B = 4
�4

1P
n=1

(�1)n�1
n4

si pentru x = 1
2 in (1) obtinem:

1
12�16 + B = 1

24 +
4
�4

1P
n=1

(�1)n�1
n4 cos n�2 =

n=2m

1
24 +

4
�4

1P
m=1

�1
16m4 cos(m�) =

1
24 +

1
4�4

1P
n=1

(�1)m�1

m4 = 1
24 +

1
16B;

prin urmare

B= 7
12�15 : Daca a =

1P
n=1

1
n4 ; b =

1P
m=0

1
(2m+1)4 ; avem

B = 4
�4 (1�

1
24 +

1
34 �

1
44 + :::) =

4
�4 (b�

1
16a);

dar

a =
1P
m=1

1
(2m)4 +

1P
m=0

1
(4m+1)4 =

1
16a+ b; b =

15
16a;

si
B = 4

�4 (
15
16a�

1
16a) =

7a
2�4 =

7
12�15 ;

in consecinta a = �4

90 :

4. 6.4. Exercitii

(1) Fie f : [�a; 0] ! R o functie care satisface conditiile lui Dirichlet. Care
sunt formulele de calcul a coe�cientilor Fourier pentru seria Fourier de
sinusuri asociata?

(2) Fie f : [�a; 0] ! R o functie care satisface conditiile lui Dirichlet. Care
sunt formulele de calcul a coe�cientilor Fourier pentru seria Fourier de
cosinusuri asociata?

(3) Fie f : [0; a]! R o functie care satisface conditiile lui Dirichlet. Demostrati
ca prelungirea prin paritate a acestei functii veri�ca conditiile lui Dirichlet.

(4) Fie f : [0; a]! R o functie care satisface conditiile lui Dirichlet. Demostrati
ca prelungirea prin imparitate a acestei functii veri�ca conditiile lui Dirich-
let.

(5) Scrieti seria Fourier pentru f (x) = x2 pe intervalul [0; 2�] apoi pe inter-
valul [��; �].

(6) Incercati sa scrieti seria Fourier pentru functia

f (x) =

� p
x daca x 2 [0; 1]
x2 daca x 2 (1; 2] :

(7) Folosind seria de cosinusuri pentru functia f (x) = x pe intervalul [0; �];
determinati sumele urmatoarelor serii numerice:
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(a)
1P
n=2

1
n2

(b)
1P
n=2

(�1)n 1
n2

(c)
1P
n=2

1
(2n�3)2 :

(8) Scrieti seria Fourier pentru functia

f (x) =

8<: �1 daca x 2 (��; 0)
1 daca x 2 (0; �)

0 daca x 2 f��; 0; �g
:

Trasati apoi gra�cele functiei f si a sumei seriei Fourier gasite.
(9) Scrieti si reprezentati gra�c suma seriei Fourier asociate functiei f (x) =

ex,x 2 [0; �]; fara a determina coe�cientii Fourier.

(10) Determinati seria Fourier a functiei f (x) =
�

x
2 daca x 2 [0; 2]
�x daca x 2 (2; 3] : Reprezen-

tati in acelasi sistem de axe gra�cele sumei acestei serii si al functiei f:
(11) Fie a 2 R�Z: Aratati ca

� cos ax = 2a sin a�

�
1

2a2
+

1P
n=1

(�1)n cosnx

a2 � n2

�
8x 2 [��; �]

Determinati apoi sumele seriilor numerice

(a)
1P
n=1

(�1)n
a2�n2

(b)
1P
n=1

1
a2�n2

(12) Gasiti �; �; 
 2 R astfel incat suma S : R! R trigonometrica a seriei lui
Fourier asociata functiei f : I ! R are perioada egala cu lungimea lui I
si S(x) = f(x);pentru toti x 2 I; unde:

(a) f : [1; 3]! R, f(x) =

8<: �; x 2 [1; 2]
�; x = 2

; x 2 [2; 3]

(b) f : (0; 5]! R, f(x) =

8>>>>>><>>>>>>:

sinx; x 2 (0; �2 )
�; x = �

2
cosx; x 2 (�2 ; �)

�; x = �
13; x 2 (�; 5)

; x = 5

(c) f : [�1; 1]! R, f(x) =

8>><>>:
x; x 2 [�1; 0)
�; x = 0

x2 + �; x 2 (0; 1)

; x = 1

Raspunsuri: a) � = � = 
 2 R, b) � = 1
2 ; � = 6; 
 = 13

2 ; c)
� = 
 = �1; � = �2:

(13) Fie f : (a; b) ! R. Folosind teorema lui Dirichlet aratati ca exista o
serie trigonometrica pe R a carei sume S este o functie periodica avand
perioada T = b�a astfel incat S(x) = f(x); pentru toate punctele continue
x 2 (a; b), apoi a�ati S(x) unde:
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(a) f : (1; 3)! R, f(x) =
�
3x� x2; x 2 (1; 2]
3x2 � x; x 2 (2; 3)

(b) f : (��; �)! R, f(x) =
�
sinx; x 2 (��; 0)
shx; x 2 (0; 2�)

(c) f : (0; �)! R,f(x) =
�
tanx; x 2 (0; �4 ]
12; x 2 (�4 ; �)

:

Raspunsuri: a) S(x) = f(x � 2k�); daca x 2 (2k + 1; 2k +
3)nf2(k + 1)g; S(2k + 1) = 13; S(2k) = 6 unde k 2 Z
b) S(x) = f(x�3k�) daca x 2 ((3k�1)�; (3k+2)�)nf3k�g; S(3k�) =
0; S((3k � 1)�) = 1

2sh4�, unde k 2 Z
c) S(x) = f(x�k�); daca x 2 (k�; (k+1)�)nf(4k+1)�4 g; S(k�) = 6;
S((4k + 1)�4 ) =

13
2 unde k 2 Z.

(14) Fie f : [0; a)! R. Demonstrati ca exista o serie cosinus, convergenta pe
R a carei sume S este o functie periodica continua, a carei perioade este
2a astfel incat S(x) = f(x), pentru toti x 2 [0; a); si gasiti S(x); x 2 R in
urmatoarele cazuri:
(a) f : [0; 2)! R, f(x) = ln(x+ 1)

(b) f : [0; �)! R, f(x) =
�

x2; x 2 [0; 1]
3� x� x2; x 2 (1; �)

(c) f : [0; 2)! R, f(x) =
�

1� x; x 2 [0; 1]
sin(x� 1); x 2 (1; 3)

Raspunsuri: a) S(x) = ln(1 � x � 4k) daca x 2 [4k � 2; 4k];
S(x) = ln(x+ 1� 4k) daca x 2 [4k; 4k + 2];unde k 2 Z
b) S(x) = (x � 2k�)2; daca x 2 [2k� � 1; 2�k + 1]; S(x) = 3 � x +
2k� � (x� 2k�)2;daca x 2 (2k� + 1; (2k + 1)�);
S(x) = 3 + x� 2k� � (x� 2k�)2;daca x 2 [(2k � 1)�; 2k� � 1];unde
k 2 Z
c) S(x) = sin(6k � x� 1); daca x 2 [6k � 1; 6k]; S(x) = 1� 6k + x;
daca x 2 [6k; 6k+1] si S(x) = sin(x�6k�1); daca x 2 [6k+1; 6k+3]:

(15) Fie f : [��; �]! R, f(x) = x2 cu ajutorul seriei trigonometrice obtinute
aratati ca:

1� 1
22 +

1
32 + ::: =

�2

12 si 1 +
1
22 +

1
32 + ::: =

�2

6 :
(16) Construiti o serie Fourier pentru urmatoarele functii periodice cu perioada

2� :
(a) f(x) = 1; pentru x 2 (0; �); si f(�x) = �f(x)
(b) f(x) = x pentru x 2 [0; �] si f(�x) = f(x); aratati ca

1P
n=0

1
(2n+1)2 =

�2

8

(c) f(x) =
�

�; pentru x 2 (��; 0)
� � x; pentru x 2 [0; �]

Raspunsuri: a) 4
�

1P
n=1

sin(2n�1)x
2n�1 ; b)�4 � 4

1P
n=1

cos(2n�1)x
(2n�1)2 ; c) 3�4 +

1P
n=1

(�1)n�1 sinnxn + 2
� �

cos(nx)
n2 :

(17) Extindeti in serii Fourier urmatoarele functii periodice cu perioada 2l :
(a) f(x) = 1; pentru x 2 (0; 1); f(�x) = �f(x)
(b) f(x) = 1� x; pentru x 2 [0; 1]; f(�x) = f(x) ,l = 1
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(c) f(x) =
�
0; x 2 (�l; 0]
x; x 2 [0; l) :

Raspunsuri: a) 4�
1P
n=1

sin(2n+1)�xl
2n+1 ; b) 12+

4
�2

1P
n=1

cos(2n+1)nx
(2n+1)2 ; c) 14�

1P
n=1

� 2
�l(1n�1)2 cos

(2n�1)
l + (�1)n�1

�n sin n�xl :

(18) Extindeti urmatoarele functii in serii Fourier:
(a) f(x) = ��x

2 pentru x 2 (0; �]; f(�x) = f(x); f(x+ 2�) = f(x)

(b) f(x) = j sinxj; cu ajutorul seriei obtinute aratati ca
1P
n=1

1
4nn�1 =

1
2 :

(c) f(x) =
�

x; pentru x 2 [0; �2 ] si f(�x) = �f(x)
� � x; pentru x 2 [�2 ; �] si f(�x) = �f(x)

(d) f(x) = x pentru x 2 [0; 1]; f(�x) = f(x); f(x+ 2l) = f(x):

(e) f(x) =
�
1; pentru x 2 [�1; 0] si f(x+ 2) = f(x)
x; pentru x 2 (0; 1] si f(x+ 2) = f(x)

(f) f(x) = ex pentru x 2 (�1; 1); f(x+ 2l) = f(x):

Raspunsuri: a)�2 +
4
� [cosx+

cos 3x
32 + cos 5x

52 + :::];

b)j sinxj = 2
� �

4
� [
cos 2x
1�3 + cos 4x

3�5 + cos 6x
5�7 + :::]

c) 4� [sinx�
sin 3x
32 + sin 5x

52 � :::];
d) 12 �

4l
�2 [cos

�x
l +

1
32 cos

cos�x
l + :::];

e) 34 �
2
�2 [

cos�x
12 + cos 3�x

32 + :::]� 1
� [
sin�x
1 + sin 2�x

2 + :::];

f) shl[ 1l � 2l(
1

n2+l2 cos
�x
l �

1
22�2+l2 sin

2�x
l + :::)]:

(19) Fie f : [0; �)! R, f(x) = sinx:
(a) Extindeti f in serie Fourier.
(b) Extindeti f in serie sinus.
(c) Extindeti f in serie cosinus.

(d) Gasiti suma seriei
1P
n=1

(�1)n
n2(4n2�1) :

Raspunsuri: a) si c) f(x) = 2
� �

4
�

1P
n=1

cos 2nx
4n2�1 ; x 2 [0; �);

b) f(x) = sinx; x 2 [0; �); d)2� � + �2

12 :
(20) Extindeti f : (��; �)! R in serie trigonometrica si gasiti S(�); unde S

este suma serilor pentru:
(a) f(x) = cos ax; a 2 R n N;
(b) f(x) = a daca x 2 (��; 0] si f(x) = b; daca x 2 (0; �);
(c) f(x) = shx; a 2 R

Raspunsuri:

a) f(x) = 1
a� sin a� +

2a sin a�
�

1P
n=1

(�1)n cosnx
a2�n2 ; S(�) = cos a�

b) f(x) = a+b
2 � 2(a�b)

�

1P
n=1

sin(2n�1)x
2n�1 ; S(�) = a+b

2

c) f(x) = 2sha�
�

1P
n=1

(�1)nn
a2+n2 sinnx; S(�) = 0:

(21) Demonstrati ca:

(a) 1
2 �

4
�2

1P
n=1

cos(2n�1)nx
(2n�1)2 =

�
x; x 2 (0; 1]

2� x; x 2 (1; 2) ;
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(b) 2
� +

4
�

1P
n=1

(�1)n cos 2nx
4n2�1 =

�
cosx; x 2 [0; �2 ]
� cosx; x 2 (�2 ; �)

;

(c) �2

3 + 4
1P
n=1

(�1)n cosnx
n2 = x2; x 2 [0; �];

(d)
1P
n=1

(�1)n�1
(2n�3)3 =

�3

32 ;

(e)
1P
n=1

(�1)n�1
(2n�1)5 =

5�5

1536 :

(22) Fie f : (0; �)! R, f(x) = x+ 1:
(a) Extindeti f intr-o serie Fourier trigonometrica.
(b) Extindeti f intr-o serie Fourier a functiei sinus.
(c) Extindeti f intr-o serie Fourier a functiei cosinus.
(d) Gasiti sumele seriilor numerice:

1P
n=0

1
(2n+1)2 ;

1P
n=1

1
(2n)2 ;

1P
n=1

(�1)n�1
(2n�1)3 :

Raspunsuri: a) si b) f(x) = �
2 + 1�

4
�

1P
n=1

sin 2nx
n ; x 2 (0; �)

c) f(x) = �
2 + 1�

4
�

1P
n=0

cos(2n+1)x
(2n+1)2 ; x 2 (0; �)

d) �
2

8 ;
�2

6 ;
�2

24 ;
�3

32 :



Vom generaliza noţiunea de distanţă din R. Distanţa dintre numerele x, y ∈
R este numărul pozitiv |x − y|; in R2 distanţa dintre punctele de coordonate
(x1, x2), (y1, y2) ∈ R2 este numărul pozitiv

√
(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 .

Definiţie: Presupunem că funcţia cu valori reale

d : M ×M → [0,∞),

unde M este o mulţime nevidă, verifică următoarele trei axiome pentru orice
x, y, z ∈M :

• (M1) d(x, y) = 0 dacă şi numai dacă x = y.

• (M2) d(x, y) = d(y, x).

• (M3) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) (inegalitatea triunghiului).

(i). O astfel de funcţie d se numeţe metrică, (sau distanţă) pe M (pentru
M). Mulţimea M ı̂nzestrată cu o metrică d-notată (M,d)- se numeşte spaţiu
metric; pentru x, y ∈M, numărul pozitiv d(x, y) se numeşte distanţă ı̂ntre x şi
y; x ∈M este numit punct (din spaţiul metric M).

(ii). Fie (X, d) un spaţiu metric , a ∈ X un punct şi fie r > 0. Mulţimea :

S(a, r) = {x ∈ X : d(a, x) < r}

se numeşte bilă deschisă de rază r cu centru ı̂n a.

Exemplu: Fie X o mulţime nevidă. Definim :

d(x, y) =

{
1, dacă x 6= y
0, dacă x = y.

Atunci d este distanţă pe X numită metrica discretă. Dacă r > 0 şi a este
un punct din X atunci S(a, r) = {a}.

Exemplu: Funcţia

d : N∗ × N∗ → [0,∞), d(m,n) =

∣∣∣∣ 1

m
− 1

n

∣∣∣∣
verifică (M1), (M2) şi (M3), deci (N∗, d) este un spaţiu metric.
De exemplu, distanţa dintre punctele 3 şi 13 este:

d(3, 13) =

∣∣∣∣13 − 1

13

∣∣∣∣ =
10

39
,

iar bila cu centrul ı̂n 1 şi de rază r = 1 este :

S(1, 1) =

{
n ∈ N∗ :

∣∣∣∣1− 1

n

∣∣∣∣ < 1

}
= N∗,

1



ı̂n timp ce bila cu centrul ı̂n 1, de rază 1
10 este:

S(1,
1

10
) =

{
n ∈ N∗| :

∣∣∣∣1− 1

n

∣∣∣∣ < 1

10

}
= {1},

deoarece inecuaţia de mai sus este echivalentă cu n < 10
9 , deci n = 1.

Exemplu: Fie p ∈ N∗. Functia

d : Rp × Rp → [0,∞), d(x, y) =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + ...+ (xp − yp)2,

pentru x = (x1, ..., xp), y = (y1, ..., yp) ∈ Rp, este un spaţiu metric pe Rp, numit
şi spaţiul Eculidian Rp.

• Pentru p = 2,

S((0, 0), 1) = {(x, y) ∈ R2 : d((0, 0), (x, y)) =
√
x2 + y2 < 1},

deci bila cu centrul ı̂n (0, 0) şi de rază 1 este un disc deschis.

• Pentru p = 3,

S = ((0, 0, 0), 1) = {(x, y, z) ∈ R : x2 + y2 + z2 < 1}

este ”mingea” cu centrul ı̂n (0, 0, 0) şi de rază 1.

Exemplu: Fie p ∈ N∗ şi d : Rp × Rp → [0,∞), definită prin

d((x1, ...xp), (y1, ...yp)) = |x1 − y1|+ |x2 − y2|+ ...+ |xp − yp|.

Atunci (Rp, d) este un spaţiu metric.
Dacă p = 2, atunci bila centrată ı̂n origine şi de rază 1, este

S((0, 0), 1) = {(x, y) ∈ R2 : max{|x|, |y|} < 1},

deci imaginea geometrică a acestei bile este, ı̂n acest caz, interiorul unui pătrat.
În aceste exemple, spaţiul liniar Rp, peste câmpulnumerelor reale, a fost

ı̂nzestrat cu o metrică, de exemplu cu metrica euclidiană. Drept consecinţă,
orice vector din Rp are o lungime, şi anume distanţa sa la origine ( vectorul
nul). Vom prezenta ı̂n cele ce urmează o noţiune abstractă pentru lungimea
unui vector ı̂ntr-un cadru mai general.

Definiţia 2: Fie V un spaţiu liniar peste corpul numerelor reale. O funcţie
ν : V → [0,∞) este numită normă pe V, dacă sunt satisfăcute următoarele
axiome:

• (N1) ν(v) = 0 dacă şi numai dacă v = 0.

2



• (N2) ν(λv) = |λ|ν(v) pentru orice λ ∈ R şi orice v ∈ V.

• (N3) ν(u + v) ≤ |ν(u) + ν(v) pentru orice u ∈ V şi orice v ∈ V. Ultima
inegalitate este cunoscută ca inegalitatea triunghiului.

Un spaţiu liniar ı̂n zestrat cu o normă se numeşte spaţiu liniar normat. O
notaţie uzuală pentru norma ν este ‖ · ‖, iar norma unui vector v ∈ V va fi
notată ı̂n mod uzual cu ‖v‖ ı̂n loc de ν(v).

Notăm că dacă R şi C sunt gândite ca spaţii liniare atunci valoarea absolută
obişnuită | · | este normă pe aceste spaţii.

Teorema 1: Fie (V, ‖ · ‖ un spaţiu liniar normat şi

d(x, y) := ‖x− y‖ x, y ∈ V.

Atunci (V, d) este u spaţiu metric. De asemenea, dacă M este o submulţime
nevidă a lui V atunci (M,d|M ) este un spaţiu metric.

Demonstraţie: Evident d este funţie cu valori pozitive. Avem:

d(x, y) = 0⇔ ‖x− y‖ = 0⇔ x− y = 0⇔ x = y,

deci (M1) este ı̂ndeplinită. Pe de altă parte, aplicând (N2) petru λ = −1,
obţinem

d(x, y) = ‖x− y‖ = ‖ − (x− y)‖ = ‖y − x‖ = d(y, x).

Acum, ı̂n baza lui (N3), putem scrie:

d(x, y) = ‖x− y‖ = ‖(x− z) + (z − y)‖ ≤ ‖x− z‖+ ‖z − y‖ = d(x, z) + d(z, y).

Prin urmare condiţiile (eM2) şi (M3) sunt ı̂ndeplinite.

Exemplul 6: Fie p ∈ N∗. Atunci

‖x‖ :=
√
x21 + x22 + · · ·x2p − norma euclidiană;

‖x‖ = |x1|+ |x2|+ · · · |xp|şi

‖x‖2 = max{|x1|, |x2|, · · · |xp|},

pentru x = (x1, x2, · · ·xp) ∈ Rp, sunt trei norme pe Rp, (vezi Ex.3-Ex.5).

Definiţie: Fie V un spaţiul liniar peste corpul numerelor reale. O funcţie
µ : V × V → R se numeşte produs scalar pe V dacă satisface următoarele patru
axiome.

• I1 µ(x+ y, z) = µ(x, y) + µ(x, z), pentru orice x, y, z ∈ V.

• I2 µ(x, y) = µ(y, x) pentru orice x, y ∈ V.

3



• I3 µ(αx, y) = αµ(x, y) pentru orice x, y ∈ V, şi orice α ∈ R.

• I4 µ(x, x) ≥ 0 pentru orice x ∈ V, şi µ(x, x)) = 0 dacă şi numai dacă
x = 0.

Remarcă Produsul scalar al vectorilor x şi y din V va fi notat prin < x, y >
sa chiar simplu x · y. Produsul scalar (real) este o aplicaţie biliniară, adică este
liniar ı̂n ambele variabile. Luate ı̂mpreună, axiomele (I1) − (I3), ne asigură că
petru orice α, β, α′, β′ din R şi orice x, y, x′, y′ din V , are loc:

< αx+βy, α′x′+β′y′ >= αα′ < x, x′ > +αβ′ < x, y′ > +βα′ < y, x′ > +ββ′ < y, y′ > .

Un spaţiu liniar dotat cu un produs scalar (V,< ·, · >) satisface inegalitatea
lui Schwarz, care o generalizare a biecunoscutei inegalităţi Cauchy-Schwarz.(

n∑
i=1

aibi

)2

≤

(
n∑
i=1

a2i

)(
n∑
i=1

b2i

)
,

unde ai, bi ∈ R şi 1 ≤ i ≤ n.

Teorema 2. Fie (V,< ·, · >) un spaţiu cu produs scalar şi x, y doi vectori
arbitrari din V. Atunci

| < x, y > | ≤
√
< x, x >

√
< y, y > (1)

egalitatea având loc dacă şi numai dacă unul dintre cei doi vectori este multiplul
cu un scalar al celuilalt.

Demonstraţie: Dacă < x, y >= 0 atunci inegalitatea (1) este evidentă.
Admitem că < x, y >6= 0. În particular, vectorii x şi y sunt nenuli. Notăm
u(x, y) = <x,y>

|<x,y>| şi observăm că u(x, y)2 = 1 şi

< x, u(x, y)y >=< u(x, y)x, y >= | < x, y > |.

Prin urmare, pentru orice s ∈ R, avem că:

0 ≤< sx+ u(x, y)y, sx+ u(x, y)y >= s2 < x, x > +2s| < x, y > |+ < y, y > .
(2)

Având ı̂n vedere că < x, x > este diferit de zero, condiţia din (2) ne spune că
discriminantul trinomului din dreapta semnului egal este negativ, adică

| < x, y > |2 ≤< x, x >< y, y >,

care este echivalentă cu inegalitatea din (1).
Pe de altă parte, dacă inegalitatea ı̂n (2) este strictă pentru orice s ∈ R

atunci discriminantul trinomului despre care vorbeam mai sus trebuie sa fie
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strict negativ. Cu alte cuvinte, egalitatea ı̂n (1) impune egalitatea ı̂n (2) pentru
cel puţin un număr real s. Acest s verifică şi sx = −u(x, y)y, fapt ce arată că
egalitatea ı̂n (1) se realizează doar dacă unul dintre vectori este multiplu cu un
scalar al celuilalt.

Exemplul 7: În spaţiul liniar Rp, peste corpul R, unde p ∈ N∗, considerăm:

< x, y >:= x1y1 + x2y2 + · · ·xpyp,

pentru orice x = (x1, x2, · · · , xp), y = (y1, y2, · · · , yp) ∈ Rp. Acesta este un
produs scalar numit produsul scalar euclidian.

Teorema 3. Fie (V,< ·, · >) un spaţiu cu produs scalar. Spaţiul V poate fi
normat (deci se poate şi metriza) ı̂n următorul mod:

‖x‖ =
√
< x, x >, x ∈ V.

Aceasta este o normă pe V, deci (V, ‖ · ‖) devine spaţiu normat.

Demonstraţie: Dacă ‖x‖ = 0 atunci < x, x >= 0 deci x = 0. În plus, este
clar că ‖x‖ =

√
< x, x > ≥ 0, pentru orice x ∈ V. Petru a deduce axioma (N2),

procedăm astfel. Fie λ ∈ R. Atunci:

‖λx‖ =
√
< λx, λx > =

√
(λ)2 < x, x > = |λ| < x, x > .

În fine, pentru a deduce inegalitatea triunghiului din definiţia normei, utilizăm
inegalitatea lui Schwarz, astfel:

‖x+ y‖2 =< x+ y, x+ y >= ‖x‖2 + ‖y‖2 + 2 < x, y >≤

‖x‖2 + ‖y‖2 + 2‖x‖‖y‖ = (‖x‖+ ‖y‖)2.

În consecinţă, ‖x + y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖ pentru orice x, y ∈ V, adică (N3) este
verificată.

Remarcă: Produsul scalar euclidian pe Rp (vezi Ex. 7) induce prin (Th.
3) o normă euclidiană (vezi Ex.6), care induce la rândul ei pri (Th. 1) metrica
euclidiană pe Rp (vezi Ex. 3).

Următoarea identitate, cunoscută ca legea paralelogramului, are loc ı̂n spaţii
cu produs scalar.

Teorema 4. Dacă (V,< ·, · > este un spaţiu cu produs scalar, atunci

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2(‖x‖2 + ‖y‖2 (3)

pentru orice x, y ∈ V.
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Demonstraţie:

‖x+ y‖2 =< x+ y, x+ y >= ‖x‖2 + ‖y‖2 + 2 < x, y > şi

‖x− y‖2 =< x+ y, x+ y >= ‖x‖2 + ‖y‖2 − 2 < x, y > .

Prin adunarea acestor relaţii se obţine (3).

Remarcă: Teorema stabileşte că ı̂ntr-u spaţiu cu produs scalar, ı̂nzestrat
cu norma sa naturală, suma pătratelor lungimilor diagonalelor sale este egală
cu suma pătratelor lungimilor laturilor sale. un corolar imediat este identitatea:

1

2
[< x, y > + < y, x >] =

1

4
[‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2].

Exemplul 8. Fie C0[a, b] spaţiul liniar al tuturor funcţiilor continue de la
[a, b] la R. Definim:

< f, g >:=

b∫
a

f(x)g(x)dx, ∀f, g ∈ C0[a, b].

Acesta este un produs scalar pe C0[a, b]. care induce norma

‖f‖2 =

b∫
a

f2(x)dx, f ∈ C0[a, b].

1 ELEMENTE DE TOPOLOGIE

Aici vom prezenta concepte precum cele de vecinătate a unui punct, puncte de
acumulare, limite, puncte limită pentru spaţiul R sau pentru spaţii mai generale
cum ar fi spaţiile metrice.

Fie (X, d) un spaţiu metric.
Definiţia 4. (i). Vom spune că mulţimea G ⊂ X este deschisă dacă ea

este nevidă, sau dacă pentru orice a ∈ G există r > 0 astfel ı̂ncât S(a, r) ⊂ G.
Mulţimea Td a tuturor mulţimilor deschise din spaţiul (X, d) este o topologie pe
X, numită topologia indusă de metrica d.

(ii) O mulţime V ⊂ X se numeşte vecinătate a punctului a ∈ X şi notăm
v ∈ Vx dacă există r > 0 astfel ı̂ncât S(a, r) ⊂ V. An notat cu Vx mulţimea
tuturor vecinătăţilor punctului x ∈ X.

O consecinţă imediată a definiţiei este:

Propoziţia 4: O mulţime G ⊂ X este deschisă dacă şi numai dacă ea este
vecinătate pentru orice punct al său.
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Propoziţia 5: Orice spaţiu metric (X, d) are proprietatea lui Haussdorff,
adică pentru orice x, y ∈ X, x 6= y există V ∈ Vx şi U ∈ Vy astfel ı̂ncât
U ∩ V 6= ∅, adică oricare două puncte diferite au vecinătăţi disjuncte.

Demonstraţie: Deorece x 6= y, distanţa r := d(x, y) este strict pozitivă.
Fie U := S(x, r/3) şi V = S(y, r/3). Este clar că ∈ Vx şi V ∈ Vy. În plus, dacă
ar exista z ∈ U ∩ V atunci din inegalitatea triunghiului, deducem

r = d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) < 2
r

3
,

care este o contradicţie. Rămâne că U ∩ V = ∅.

Definiţie: Fie (X, d) un spaţiu metric, x ∈ X şi A ⊂ X o mulţime nevidă.
Vom spune că:

• x este punct aderent pentru mulţimea A dacă orice vecinătate a lui x
intersectează mulţimea A, adică

(∀V )(V ∈ Vx → V ∩A 6= ∅);

• x este punct de acumulare al mulţimii A, dacă

(∀V )(V ∈ Vx → V ∩A \ {x} 6= ∅);

• x este punct izolat al mulţimii A, dacă

(∃V )(V ∈ Vx şi V ∩A = {x}).

Mulţimea A se numeşte ı̂nchisă dacă complementara sa C(A) := X \A este o
mulţime deschisă. Vom nota cu Ā mulţimea punctelor aderente lui A, cu Iz(A)
mulţimea punctelor sale izolate, iar cu A′ mulţimea punctelor sale de acumulare.
Aceasta din urmă se mai numeţe şi derivata mulţimii A.

Remarci: Din definiţii rezultă:

• x ∈ A′ dacă şi numai dacă x ∈ Ā şi x nu aparţine la Iz(A).

• Ā = A′ ∪ Iz(A).

• A este deschisă dacă şi numai dacă C(A) este mulţime ı̂nchisă.

Propoziţia 6. Mulţimea F este ı̂nchisă ı̂n spaţiul metric (X, d) dacă şi
numai dacă ea ı̂şi conţine punctele de acumulare (adică dacă F ′ ⊂ F ).

Demonstraţie: 1. Fie F ı̂nchisă. Atunci G \F este deschisă, deci este şi
vecinătate pentru oricare dintre punctele sale. Prin urmare, niciun punct

7



dinG nu poate fi punct limită pentru F (deoareceG∩F \{x} este mulţimea
vidă). Deci punctele de acumulare ale lui F aparţin lui F , cu alte cuvinte
F conţine toate punctele limită pe care ea le poate avea.

2. Dacă F ı̂şi conţine punctele limită atunci pentru orice x ∈ X \F există
o vecinătate deschisă a lui x astfel ı̂ncât Vx ∩ F \ {x} = ∅. În particular,
Vx ∩ F ⊂ X \ F. Atunci

X \ F = ∪{Vx : x ∈ X \ F, Vx ∈ Vx, Vx ∈ Td}

este o mulţime deschisă, fiind reuniunea unei colecţii de mulţimi deschise.
Prin urmare F este mulţime ı̂nchisă.

Propoziţia 7. Fie (X, d) un spaţiu metric şi Td topologia pe X generată
de d. Atunci

• (a) Mulţimile ∅, X aparţin la Td.

• (b) Dacă G1 şi G2 aparţin la Td atunci şi intersecţia lor G1 ∩G2 ∈ Td.

• (c) Pentru orice mulţime nevidă de indici I cu proprietatea că Gi ∈ Td
pentru fiecare i ∈ I, avem că

∪i∈IGi ∈ Td.

Demonstraţie: (a) Mulţimea vidă aparţine (prin definiţie) oricărei topologii
ı̂n timp ce X conţine toate bilele deschise, deci X ∈ Td.

(b) Fie G1 şi G2 două mulţimi din Td şi notăm cu G intersecţia lor. Dacă G1

sau G2 este mulţimea vidă atunci şi G este mulţimea vidă, caz ı̂n care nu rămâne
nimic de demonstrat. Analizăm acum cazul când G1 şi G2 au intersecţia nevidă.
Fie x ∈ G. Atunci x ∈ G1 şi x ∈ G2. Din definiţie există r1 > 0 şi r2 > 0 astfel
ı̂ncât S(x, r1) ⊂ G1 şi S(x, r2) ⊂ G2. Fie r := min{r1, r2}. Este clar că S(x, r)
este submulţime atât pentru G1 cât şi pentru G2. Prin urmare S(x, r) ⊂ G, deci
G ∈ Td.

(c) Dacă G = ∪i∈IGi = ∅ atunci G ∈ Td, iar ı̂n caz contrar există x ∈ G
deci există şi j ∈ I astfel ı̂ncât x ∈ Gj . Dar Gj ∈ Td, deci există r > 0 astfel
ı̂ncât S(x, r) ⊂ Gj ⊂ G, fapt care probează că G ∈ Td.

Ţinând cont de relaţiile lui De Morgan din teoria mulţimilor

C(∪i∈IAi) = ∩i∈ICAi, C(∩i∈IAi) = ∪i∈ICAi,

obţinem:

Propoziţia 8: Fie (X, d) un spaţiu metric şi Fd colecţia tuturor mulţimilor
ı̂nchise ale lui X. Atunci
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• (a) Mulţimile ∅, X aparţin la Fd.

• (b) Dacă F1 şi F2 aparţin la Fd atunci şi reuniunea lor G1 ∪G2 ∈ Fd.

• (c) Pentru orice mulţime nevidă de indici I cu proprietatea că Fi ∈ Fd
pentru fiecare i ∈ I, avem că

∩i∈IFi ∈ Fd.

Exemplul 9. Fie A = [0, 1] × (1, 2) ∪ {(2, 2)} submulţime a spaţiului eu-
clidian R2. Atunci:

(a) A nu este deschisă deoarece punctul (1, 0)ıA, dar pentru orice r > 0 bila
S((1, 0), r) nu este inclusă ı̂n A.

(b) A u este nici ı̂nchisă, deoarece G := R2 \ A nu este deschisă (punctul
(1, 1) ∈ G şi pentru orice r > 0 bila S((1, 1), r) nu este inclusă ı̂n G).

(c) Iz (A) = {(2, 2)}, deoarece S((2, 2), 1) ∩ A = {(2, 2)} deci (2, 2) este
punct izolat pentru A, şi orice alt punct din A este punct de acumulare pentru
A.

(d) Ā = [0, 1]× [1, 2] ∩ {(2, 2)} şi A′ = [0, 1]× [1, 2].

Definiţie: Fie (X, d) un spaţiu metric, A ⊂ X şi a ∈ X.

• (i) Punctul a este numit punct interior pentru A dacă A ∈ Va. Vom nota
cu Int(A) mulţimea punctelor interioare ale lui A.

• (ii) Punctul a se numeşte punct exterior al lui A dacă a este punct interior
pentru X \A. Notăm cu Ext(A) mulţimea punctelor exterioare lui A.

• (iii) Punctul a se numeşte punct frontieră al mulţimii A dacă el este punct
aderent atât pentru A cât şi pentru X \ A. Notăm cu Fr(A) mulţimea
punctelor frontieră ale lui A.

Propoziţia 9: Dacă (X, d) un spaţiu metric şi A o submulţme nevidă a lui
X, atunci:

• (a) Int(A) este cea mai mare mulţime deschisă (̂ın sensul relaţiei de in-
cluziune) conţinută ı̂n A.

• (b) Ā este cea mai mică mulţime ı̂nchisă care conţine pe A.

• (c) Fr(A) este o mulţime ı̂nchisă.

Demonstraţie: (a) Fie a ∈ Int(A). Atunci, din definiţie rezultă că există
ra > 0 astfel ı̂ncât S(a, r) ⊂ A. Cum S(a, r) este deschisă avem şi S(a, r) ⊂
Int(A). Urmează:

Int(A) ⊂ ∪a∈Int(A)S(a, r) ⊂ Int(A),
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fapt care arată că Int(A) este mulţime deschisă (reuniune de mulţimi deschise).
Dacă B este o mulţime deschisă inclusă ı̂n A atunci B este vecinătate pentru
orice punct al său deci B ⊂ Int(A), ceea ce ı̂nseamnă că Int(A) este cea mai
”largă” mulţime deschisă conţinută ı̂n A.

(b) Avem de arătat că Ā este intersecţia tuturor mulţimilor ı̂nchise care
includ mulţimea A. Demonstraţia poate fi realizată ı̂n două etape.

1. Ā este ı̂nchisă şi conţine A, caz ı̂n care include şi intersecţia despre care
vorbeam mai sus.

2. Ā este inclusă ı̂n intersecţia tuturor mulţimilor ı̂nchise care includ mulţimea
A. Pentru a dovedi acest ultim fapt, fie x ∈ Ā şi să admitem prin absurd că
există o mulţime ı̂nchisă F cu A ⊂ F şi astfel ı̂ncât x nu aparţine la F. Atunci
x ∈ CF care este o vecinătate deschisă a lui x şi CF ⊂ CA. Cu alte cuvinte,
CF este o vecinătate a lui x care nu intersectează mulţimea A. Am ajuns la
contradicţie cu ipoteza x ∈ Ā.

Pentru a finaliza demonstraţia a rămas să arătăm că Ā este o mulţime
ı̂nchisă. Vom arăta că Ā ı̂şi conţine punctele de acumulare şi aplicăm Propoziţia
6, de mai sus. Fie x ∈ (Ā)′. Atunci pentru orice vecinătate deschisă Vx a lui
x avem că Vx ∩ Ā \ {x} 6= ∅. Prin urmare, există y ∈ Vx ∩ Ā cu y 6= x. Fiind
deschisă vx este vecinătate a lui y şi cum y ∈ Ā trebuie ca Vx ∩A 6= ∅. Dar Vx
este vecinăte deschisă arbitrară a lui x, deci x ∈ Ā.

(c) Fr(A) = Ā∩CA şi este mulţime ı̂nchisă fiind intersecţia a două mulţimi
ı̂nchise.

Exemplul 10. Fie A = [0, 1]× (1, 2) ∪ {(2, 2)} ca ı̂n Ex.9. Atunci:

Int(A) = (0, 1)× (1, 2).

Ext(A) = R2 \ [0, 1]× [1, 2] ∪ {(2, 2)} = R2 \ Ā.
Fr(A) = {(0, y) : y ∈ [1, 2]} ∩ {(1, y) : y ∈ [1, 2]}∩
∩{(x, 1) : x ∈ [1, 2]} ∩ {(x, 2) : x ∈ [1, 2]} ∩ {(2, 2)}.

2 Şiruri

Într-un spaţiu metric general (X, d) noi gândim adesea un şir (xn)n≥1 ca fiind
imaginea funţiei s : N∗ → X; pentru fiecare n ∈ N∗, s(n) = xn. Riguros vorbind,
(xn)n≥1 ⊂ X nu este o submulţime de puncte din X (adică s poate să nu fie
injectivă), dar dacă este clar ı̂nţeles că (xn) este un şir vom scrie (xn) ⊂ X.

Definiţie: Fie (X, d) un spaţiu metric. Şirul (xn) ⊂ X este convergent dacă

(∃x)(∀V )(∃nV )(∀n)(x ∈ X,V ∈ Vx, nV ∈ N, n ≥ nV → xn ∈ V )

Remarci: 1. Este evident din proprietatea lui Haussdorff că dacă un şir
este convergent atunci x din definiţie este unic determinat şi se va numi limita
şirului (xn). Vom scrie x = lim

n→∞
xn sau simplu xn → x.
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2. Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

• (a) x = lim
n→∞

xn.

• (b) Pentru fiecare V ∈ Vx mulţimea {n ∈ N : xn nu aparţine mulţimii V }
este finită.

• (c) Pentru orice r > 0 există n(r) ∈ N astfel ı̂ncât xn ∈ S(x, r) pentru
orice n ≥ n(r).

• (d) Pentru orice r > 0 există n(r) ∈ N astfel ı̂ncât d(xn, x) < r pentru
orice n ≥ n(r).

• (e) lim
n→∞

d(xn, x) = 0.

3. Daca (V, ‖‖) este un spatiu normat si (xn) ⊂ V atunci:
x = lim

n→
xn ⇔ lim

n→
‖xn − x‖ = 0

⇐⇒ [∀ε > 0∃n (ε) ∈IN astfel incat ‖xn − x‖ < ε,∀n ≥ n (ε)].
Definitia 8. Un sir (xn) intr-un spatiu metric se numeste un sir Cauchy (

sau sir fundamental ) daca:
[∀ε > 0∃n (ε) ∈IN astfel incat d(xn, xm) < ε,∀m,n ≥ n (ε)], sau echivalent:
[∀ε > 0∃n (ε) ∈ IN astfel incat d(xn+p, xn) < ε,∀n ≥ n (ε) ,∀p ∈ IN ].
Remarca. Sirul Cauchy, prin insasi natura ”aspectului” convergent in unele

spatii metrice, ”limita” unui sir Cauchy s-ar putea sa nu existe in spatiu .
De exemplu x = [0, 1) este un spatiu metric cu distanta definita ca d(x, y) =
|x− y| ;xn = 1− 1

n , n ∈IN* ce defineste un sir din X care este un sir Cauchy -
intrucat (xn) este un sit in IR si in IR,xn → 1(n → ∞), si dupa cum stim in
IR un sir este convergent daca si numai daca acesta este un sir Cauchy - dar nu
este convergent ( daca (xn) este convergent in X, atunci x = lim

n→∞
xn ∈ [0, 1);

dar xn → 1 in IR si de asemenea xn → x 6= 1− contradictie ! ).
De asemenea
(xn) ⊂Q,xn = (1 + 1

n )n, n ∈ IN*
este un sir Cauchy pe spatiul metric Q dar (xn) nu converge la un numar

in Q.
Asta ne aduce la o alta definitie.
Definitia 9. (i) Un spatiu metric (X, d) este declarat a fii complet daca

fiecare sir Cauchy in spatiu converge la o limita care este de asemenea in X.
(ii) Un spatiu normat (V, ‖.‖) ce este complet cu respect catre distanta indusa

se numeste un spatiu Banach.
(ii) Un spatiu cu un produs interior infinit dimensional (V,< ·, · >) ce este

un spatiu Banac cu respect catre regula indusa se numeste spatiul Hilbert.
Exemplul 11. Spatiul Euclidian IR este un spatiu Banac, dupa cum am

vazut in criterul convergentei generale in Capitolul 1.
Teorema 10. Intr-un spatiu metric fiecare sir convergent este un sir Cauchy.
Demonstratie. Sa presupunem ca (xn), este un sir convergent in spatiul

metric (X, d). Atunci ∃x ∈ X astfel incat lim
n→∞

xn = x, deci, pentru oricare ε > 0

exista un rank n (ε) ∈ IN astfel incat d(xn, x) < ε
2 , pentru oricare n ≥ n (ε) .
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Atunci, folosind inegalitatea triunghiului avem:
d(xm, xn) ≤ d(xn, x) + d(x, xn) < ε

2 + ε
2 = ε,∀m,n ≥ n (ε) prin urmare (xn)

este un sir fundamental.
Teorema 11. Presupunem ca (xn) este un sir intr-un spatiu metric (X, d) si

a ∈ X grup de punct a sirul. Atunci (xn) contine un subsir (xkn) care converge
la a.

Demonstratie. Cand spunem ca x ∈ X este un grup de punct al (xn) ⊂ X
s-ar putea sa nu fie clar ca ne referim ca a este un punct de acumulare al setului
de puncte distincte a sirului. Daca punctul apare infinit de des ca un punct a
sirului, atunci e usor sa vedem ca exista un subsir (xkn) ⊂ (xn) unde xkn = a,
n ∈IN*. Apare doar finit de des (poate nu apare deloc) in sir, ipoteza teoremei
este aceea ca fiecare vecinatatea stearsa V \{a} ce contine un puncte al sirului.

Fie (Sn)n 6∈IN un sir descrescator cu sfera deschisa de raza 1
n centrata in a,

de la fiecare, dintra care a a fost sters , ce este
Sn := S(a, 1

n )\P{a}n ∈IN*.
Fie xk1 ∈ {xm|m ∈IN*} ∩ S1. Acum S2 trebuie sa contina un punct xk2 ∈

{xm|m ∈IN,m ≥ k1 + 1} intrucat fiecare Sn este necesar sa contina multe
puncte ale (xn). Asemanator, este un punct xk3 ∈ {xm|m > k2} ∩ S3, si in
general:

xkn+1
∈ {xm|m > kn} ∩ Sn+1;

astfel obtinem un subsir (xkn) ⊂ (xn) de termeni distinctie ai sirului original.
Dar xkn ∈ Sn, prin urmare

0≤ d (xkn , a) < 1
kn
→ 0, cand n→∞;

prin urmare a = lim
n→∞

xkn .

Teorema 12. Spatiul Euclidian IRp este un spatiu Banach, p ∈IN*.
Demonstratie. Fie x=(x1, ..., xp) , y = (y1, ..., yp) ∈ IRp. Atunci:

|xk − yk| ≤ ‖x− y‖ =

√
p∑
i=1

(xk − yk)2 ≤ √pmax{|xk − yk| k = 1, 2, ..., p} (1)

pentru k = 1, 2, ..., p. Rezulta ca sirul (xn) , unde xn = (x1n, ..., xpn) este
convergent pe x = (x1, ..., xp) :

xn → x⇐⇒ [xkn → xk,pentru k = 1, 2, ..., p]
Din (1) rezi;ta ca (xn) este un sir Cauchy in IRp daca si numai daca sirul

(xkn)n∈IN , k = 1, 2, ..., p sunt toate siruri Cauchy
Fie acum (xn)n∈IN un sir Cauchy in IRp.Atunci pentru oricare k ∈ {1, 2, ..., p},

(xkn)n∈IN este un sir Cauchy in IR prin urmare, din criteriul lui Cauchy rezulta
ca (xkn) este convergent in IR, exista xk ∈IR astfel incat lim

n→∞
xkn = xk, k =

1, 2, ..., p.Prin urmare:
lim
n→∞

(xkn) = (x1, x2, .., xp) , prin urmare (xn) este un sir convergent.

4. TEOREME DE PUNCT FIX
Teoremele ce le vom prezenta in aceasta sectiune au multe aplicatii in teoria

ecuatiilor diferentiale, in teoria ecuatiilor integrale, in teoria de aproximare, in
teoria stabilitatii ecuatiilor functionale, etc.

Definitia 10. Fie (X, d) un spatiu metric si f : X → X o functie.
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(i) Un punct a ∈ X se numeste punct fix pentru functia f daca si numai
daca f (a) = a. Notam Fix (f) setul tuturor punctelor fixe ale functiei f .

(ii)Functia f se numeste contradictie de constanta α daca α ∈ (0, 1) si
d (f (x) , f (y)) ≤ αd (x, y) , pentru oricare x, y ∈ X.

Exempul 12. Fie IR un spatiu Euclidian (d (x, y) = |x− y| ,∀x, y ∈ IR)
si f :IR→IR,f (x) = sinx. Aceasta functie are un punct fix unic si anume
Fix (f) = {0}, dar f nu este o contradictie. Cu adevarat, daca presupunem ca
exista un numar α ∈ (0, 1) astfel incat:
|sinx− sin y| ≤ α |x− y| ,∀x, y ∈IR, atunci, pentru y = 0 avem:
|sinx| ≤ α |x| ,∀x ∈IR*,de unde 1 = lim

x→0
| sin xx | ≤ α in contradictie cu

ipoteza α ∈ (0, 1) .
In randurile urmatoare vom da suficiente conditii in care o functie are un

punct fix unic.
Teorema 13. (a punctului fix a lui Banach). Fie (X, d) un spatiu metric

complet si f : X → X o contradictie de constante α ∈ (0, 1) . Atunci f are un
punct fix unic. Mai mult, daca x0 ∈ X atunci sirul definit repetat:

xn = f (xn−1) pentru oricare n ∈IN* (*)
converge la a si:
d (xn, a) ≤ αn

1−αd (x0, x1) , pentru oricare n ∈IN*. (**)
Demonstratie. 1.Prima data aratam ca sirul construit la (*) este funda-

mental. Pnetru asta demonstram ca:
d (xn, xn+1) ≤ αnd (x0, x1) ,∀ n ∈IN* (1)

prin inductie pe n. Pentru n = 1, intrucat f e o contradictie, avem:
d (x1, x2) = d (f (x0) · f (x1)) ≤ α · d (x0, x1) .
Acum presupunem ca, pentru un n ∈IN* fix, inegalitatea (1) este adevarata;

atunci
d (xn+1, xn+2) = d (f (xa) · f (xn+1)) ≤ α · d (xn, xn+1) ≤ αn+1d (x0, x1) , si

inegalitatea este demonstrata. Daca p ∈IN*, din inegalitatea triunghiului si
(1) avem:

d (xn, xn+p) ≤ d (xn, xn+1)+d (xn+1, xn+2)+...+d (xn+p−1, xn+p) ≤ αnd (x0, x1)+
αn+1d (x0, x1) + ...+ αn+p−1d (x0, x1) = αn 1−αp

1−α d (x0, x1)
prin urmare:
d (xn, xn+p) ≤ αn

1−αd (x0, x1) ,∀n ∈IN*,p ∈IN* (2)

Daca ε > 0, intrucat αn → 0, exista pe n (ε) ∈IN* astfel incat αn

1−αd (x0, x1) <
ε, ∀n ≥ n (ε) ,∀p ∈IN*, (xn) este un sir Cauchy. Dar (X, d) este un spatiu met-
ric complet, prin urmare (xn) e convergent. Fie a limita:

a := lim
n→∞

xn (3)

2. Demonstram ca a ∈ Fix (f) . Folosind din nou faptul ca f este o contra-
dictie si (3) avem:

0 ≤ d (f (xn) · f (a)) ≤ α · d (xn, a) →
n→∞

α · d (a, a) = 0,

prin urmare
d (f (xn) · f (a)) → 0 ⇐⇒ f (xn) → f (a) ⇐⇒ xn+1 → f (a) (n→∞) , de

unde f (a) = a intrucat limita sirului (xn) e unica.
3.Aratam ca a este unicul punct fix al functiei f .
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Presupunem ca b ∈ Fix (f) , este f (b) = b. Atunci:
d (a, b) = d (f (a) , f (b)) ≤ α · d (a, b) sau
(1− α) d (a, b) ≤ 0 ⇐⇒ d (a, b) ≤ 0 ⇐⇒ d (a, b) = 0 ⇐⇒ a = b prin urmare

Fixf = {a}.
4.Pentru a arata inegalitatea (**) folosim inegalitatea triunghiului si (2);

avem:
d (xn, a) ≤ d(xn, xn+p) + d(xn+p, a) ≤ αn

1−α (x0, x1) + d(xn+p, a),∀n, p ∈IN*
si pentru p→∞ obtinem:

d (xn, a) ≤ αn

1−αd (x0, x1) , pentru oricare n ∈IN*.
Aplicatii in Aproximari
Exemplul 13. Fie f : [a, b]→ [a, b], f ∈ C1[a, b] si presupunem 0 6= ‖f ‘‖ :=

sup{|f ‘ (x)| |x ∈ [a, b]} < 1. arata ca f are un punct fix unic.
Solutie. Fie x, y ∈ [a, b] doua puncte arbitrare. Din teorema lui Lagrange

rezulta:∃ζ intre x si y astfel incat f (x)− f (y) = f (ζ) (x− y) , prin urmare:
|f (x)− f (y)| ≤ ‖f ‘‖ · |x− y| ,∀x, y ∈ [a, b],
f este o contradictie de constanta ‖f ‘‖ . Dar X = [a, b] este un spatiu metric

complet, in ceea ce priveste distanta Euclidian. Prin urmare, teorema punctului
fix a lui Banach implica faptul ca f are un punct fix unic.

Exemplul 14.Calculati radaciniile reale ale ecuatiei x5+10x−1 = 0 (1)
cu exact 3 cifre.
Solutie.Fie
y :IR→IR,y (x) = x5 + 10x− 1; deoarece
y (x) = 5x4 + 10 > 0,∀ ∈IR,
y este o functie crescatoare, prin urmare ecuatia (1) are o radacina reala

unica a ∈ [0, 1] := X(intrucaty (0) = −1 < 0 < y (1) = 10).
Scriem ecuatia (1) in forma de f (x) = x plasand:
f (x) = 1

x4+10 , f : X → X
unde X = [0, 1] este un spatiu metric complet (cu spatiul Euclidian d(x, y) :=

|x− y| . Vom demonstra ca f este o contradictie folsind Exercitiul 13. Avem:

f ‘ (x) = −4x3

(x4+10)2
≤ 0, x ∈ X.

Prin urmaref este o functie descrescatoare si imaginea ei:
f (X) = f [0, 1] = [f (1) , f (0)] = [ 1

11 ,
1
10 ] ⊂ X,

f este definit corect; mai mult, f ∈ C1[0, 1], prin urmare f ‘ ∈ C0[0, 1] si
‖f ‘‖ ≤ |f ‘ (x) | ≤ 4·1

(0+10)2 = 1
25 ,∀x ∈ X.

Din exercitiul 13 rezulta ca f : X → X este o contradictie de constanta
α = 1

25 , si putem aplicat teorema lui Banach. Fie x0 = 0. Gasim n ∈IN* astfel
incat:

αn

1−αd (x0, x1) = 1

25n(1− 1
25 )

∣∣0− 1
10

∣∣ = 1
25n−1·24·10 < 1

103 ; (3)

atunci:
xn ≈ a, |xn − a| < 1

1000 ,
eroarea este mai mica decat 10−3. Observam ca pentru n = 2 inegalitatea (3)

este verificata. Prin urmarea am obtinut exact solutia ecuatiei (1) aproximata
exact cu trei cifre:

a ≈ x2 = f (x1) = f
(

1
10

)
= 1

1
104

+10
= 10,000

100,001 ≈ 0.099.

Aplicatie a ecuatiilor integrale
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Pentru a ilustra o aplicatie a teoremei lui Banach, remarcam prima data ca
C0[a, b] este un spatiu Banach, unde regula este definita:
‖f‖ = sup{|f (x)| |x ∈ [a, b]},∀f ∈ C0[a, b].
Exemplul 15. Fie g ∈ C0[a, b] si λ 6= 0 astfel incat:
|λ| < 1

M(b−a) := α,

unde M este o constanta pozitiva pentru care |x · e− x2

2 dt, x ∈ [a, b] are o
solutie unica.

Solutie. Este clar ca integrala exista si partea dreapta a ecuatiei este o
functie continua pe x daca f ∈ C0[a, b]; Problema noastra este daca exista sau
daca nu exista o functie si numai o functie continua f ∈ C0[a, b] care va satisface
ecuatia, facand o identitate in x pentru x ∈ [a, b]. Aplicam teorema dupa cum
urmeaza:

definim functia F (f) (x) = g (x) + λ
b∫
a

t · f (t) · e− x2

2 dt

aratam ca F e o contradictie pentru f1, f2 ∈ C0[a, b],

‖F (f1)− F (f2)‖ =

∥∥∥∥∥λ b∫a [f1 (t)− f2 (t)]te−
x2

2 dt ≤ λ|M(b− a)

∥∥∥∥∥ f1 − f2|| =

α ‖f1 − f2‖
unde a ∈ (0, 1). Teorema garanteaza existenta unei f ∈ C0[a, b] unice, astfel

incat F (f) = f.
Sir de puncte fixe
Definitia 11. Fie (X, d) , (Y, δ) un spatiu metric si fn : X → Y, n ∈IN.
Spunem ca sirul (fn) este uniform convergent daca exista f : X → Y astfel

incat:
[∀ε > 0,∃nε ∈IN astfel incat δ (fn (x) , f (x)) < ε,∀n ≥ nε,∀x ∈ X]

Scriem in acest caz fn
u→ f (peX) .

Teorema 14. Fie (X, d) un spatiu metric complet, (fn)n∈N un sir conver-

gent uniform : fn : X → X, fn
u→ f (peX) . Daca:

(i)Fix (fn) 6= ∅,∀n ∈IN*;
(ii)f este o contradictie de constanta α;
atunci orice sir (xn) de puncte fixe, xn ∈ Fix (fn) converge si are ca limita

punctul fix unic def.
Demonstratie. Teorema lui Banach implica faptul ca f are un punct fix

unic. Fie Fix (f) = {x}. Trebuie sa aratam ca xn → x.
Avem:
d (xn, x) = d (fn (xn) , f (x)) ≤ d (fn (xn) , f (xn))+d (f (xn) , f (x)) ≤ d (fn (xn) , f (x))+

αd (xn, x) , de unde:
d (xn, x) ≤ 1

1−αd (fn (xn) , f (xn))→ 0, cand n→∞, prin urmare d (xn, x)→
0, cand n→∞. Prin urmare lim

n→∞
xn = x.

Putem demonstra urmatoarea teorema de surjectivitate.
Teorema 15. Fie (X, ‖.‖) un spatiu Banach si f : X → X o contradictie

de constanta α. Atunci idx − f e o functie surjectiva.
Demonstratie. Fie y ∈ X, fix si definit:
h : X → X,h (x) = f (x) + y.
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Atunci:
‖h (x1)− h (x2)‖ = ‖f (x1)− f (x2)‖ ≤ α ‖x1 − x2‖ , prin urmare h este o

contradictie de constanta α si prin teorema lui Banach exista un x ∈ X unic
astfel incat:

h (x) = x⇐⇒ f (x) + y = x⇐⇒ x− f (x) = y.
Prin urmare idx − f este o functie surjectiva.
5. PROBLEME REZOLVATE
Exercitiul 16. Fie {0,1} inzestrat cu adaosul modulo 2,
x⊕ y = 0 daca x = y si x⊕ y = 1 daca x 6= y
Demonstrati ca ({0, 1}p, d) e un spatiu metric unde p ∈IN*, si

d (x, y) :=
p∑
k=1

xk ⊕ yk = (x1 ⊕ y1) + (x2 ⊕ y2) + ...+ (xp ⊕ yp)

pentru oricare x = (x1, ..., xp), y = (y1, ..., yp) ∈ {0, 1}p (distanta Hamming,
foarte folositoare in teoria codurilor; suma in definitia lui d e realizata in IN,
prin urmare d (x, y) ∈ {0, 1, ..., p}. Gasiti S ((0, 0, ..., 0) , 1) si S ((0, 0, ..., 0) , 2) .

Solutie. Verificam axioma M1,M2 si M3.
M1.
d (x, y) = 0 ⇐⇒ xk ⊕ yk = 0, k = 1, 2, ..., p ⇐⇒ xk = yk, k = 1, 2, ..., p ⇐⇒

x = y.
M2. E evident
M3. Fie x = (x1, ..., xp), y = (y1, ..., yp), z = (z1, ..., zp) ∈ {0, 1}p
Atunci:
xk ⊕ zk ≤ (xk ⊕ yk) + (yk ⊕ zk) , pentru k = 1, 2, ..., p
Intr-adevar, daca xk ⊕ zk = 0 si inegalitatea e adevarata, si daca yk 6= zk,

de exemplu yk = 0, zk = 1, atunci:
(xk ⊕ yk) + (yk ⊕ zk) = yk + (yk ⊕ 1) = 1 = xk ⊕ zk
Prin urmare d (x, z) ≤ d (x, y) + d (y, z)
Sfera centrata in (0,0,...,0) cu raza 1 este:
S ((0, 0, ..., 0) , 1) = {x = (x1, ..., xp)|d (x, (0, ..., 0)) = x1 + x2 + ... + xp <

1} = {(0, 0, ..., 0)}
si pentru r = 2
S ((0, 0, ..., 0) , 2) = {(x1, ..., xp)|x1+...+xp < 2} = {(1, 0, ..., 0) , (0, 1, 0, 0) , ..., (0, 0, ..., 0, 1)}
Exercitiul 17. Fie A = {(x, y) ∈ IR2|x, y ≥ 0, x+ y < 1}.
Determinati seturile A,A‘, A,ExtA, FrA (in IR2 consideram topologia Eu-

clidiana).
Solutie. Fie O(0, 0),M(1, 0), N(0, 1).
(a) Aratam ca:

A = {(x, y) ∈ IR2|x, y ≥ 0, x+ y ≤} := B.

Din definitia punctelor aderente rezulta ca A ⊂ A. Fie (a, b) ∈ IR2 astfel
incat

a, b ≥ 0, a+ b = 1 ce este (a, b) ∈ B. Fie r > 0. Atunci: a → x < ar√
a2+b2

si

b− y < br√
a2+b2

. Avem:

0 < x+ y < a+ b = 1 si (x− a)
2

+ (y − b)2 < r2; prin urmare:

(x, y) ∈ A ∩ S ((a, b) ; r), prin urmare (a, b) ∈ A.
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Prin urmare B ⊂ A.
Fie (a, b) ∈ IR2\B. Alegem
r = min{d (P,OM) , d (P,ON) , d (P,MN)},
unde P este punctul coodonatelor (a, b), si
d (P,OM) , d (P,ON) , d (P,MN)
sunt distantele dintre punctul P si liniile OM,ON, respectiv MN. Atunci:
S (a, b) ∩A = ∅,
prin urmare (a, b) /∈ A. Prin urmare IR2\B ⊂ IR2\A⇐⇒ A ⊂ B.
Deci A = B = A‘.
(b) Aratam ca C := {(x, y) ∈ IR2|x, y > 0, x+ y < 1} =

.

A
Fie (a, b) ∈ C, r = min{d (P,OM) , d (P,ON) , d (P,MN)}, unde P (a, b) .

Atunci:
S((a, b) , r) ⊂ A, prin urmare (a, b) ∈

.

A, prin urmare C ⊂
.

A

Daca (a, b) ∈
.

A atunci:
∃r > 0 astfel incat S((a, b) , r) ⊂ A; dar (a, b) ∈ S ((a, b) ; r) , prin urmare

a, b ≥ 0, a+ b < 1. Trebuie sa aratam ca a > 0/
Presupunem ca a = 0. Atunci pentru x = − r2 , y = b avem:

(x− a)
2

+ (y − b)2 = r2

4 < r2, prin urmare (x, y) ∈ S ((a, b) , r) si (x, y) /∈ A;

contradictie ! Deci
.

A ⊂ C, prin urmare
.

A = C.
a, b ≥ 0, a + b = 1,i.e. (a, b) ∈ B. Fie r > 0. Atunci: a − x < ar√

a2+b2
si

b− y < br√
a2+b2

. Avem: a < x+ y < a+ b = 1 si (x− a)2 + (y − b)2 < r2; prin

urmare: (x, y) ∈ A ∩ S((a, b); r), prin urmare (a, b) ∈ A.
Deci B ⊂ A.
Fie acum (a, b) ∈ IR2\B. Alegem r = min{d(P,OM), d(P,ON), d(P,MN)},

unde P este punctul de coordonate (a, b), si d(P,OM), d(P,ON), d(P,MN)
sunt distantele dintre punctul P si dreptele OM,ON, respectiv MN.Atunci:

S((a, b), r)∩A = φ, de aici rezulta ca (a, b) /∈ A. Prin urmare IR2\B ⊂IR2\A⇔
A ⊂ B.Prin uramre A = B = A′.

(b)Vom arata ca C := {(x, y) ∈IR2|x, y > 0, x+ y < 1} =
◦
A.

Fie (a, b) ∈ C, r = min{d(P,OM), d(P,ON), d(P,MN)}, unde P (a, b).Atunci:

S((a, b), r) ⊂ A,de aici rezulta ca (a, b) ∈
◦
A prin urmare C ⊂

◦
A.

Daca (a, b) ∈
◦
A atunci:

∃r > 0 a.i. S((a, b), r) ⊂ A;
dar (a, b) ∈ S((a, b), r), prin urmare a, b ≥ 0, a+ b < 1.Trebuie sa aratam ca

a > 0.
Presupunem ca a = 0. Atunci pentru x = − r2 , y = b avem:

(x − a)2 + (y − b)2 = r2

4 < r2,de aici rezulta ca (x, y) ∈ S((a, b), r) si

(x, y) /∈ A; contradictie! Deci
◦
A ⊂ C, si prin urmare

◦
A = C.

(c) Analog:

Ext A = IR2 −A = {(x, y) ∈ IR2|x < 0} ∪ {(x, y) ∈ IR2|y < 0}
∪ {(x, y) ∈IR2|x ≥ 0, y ≥ 0, x+ y > 1}.
(d)Vom arata ca:

17



D := {(x, 0) ∈ IR2|x ∈ [0, 1]} ∪ {(0, y) ∈ IR2|y ∈ [0, 1]}
∪ {(x, y) ∈ IR2|x+ y = 1, x ∈ (0, 1)} = Fr A
Fie (a, b) ∈ D. Presupunem ca a + b = 1, a ∈ (0, 1).Atunci pentru un r

ales arbitrar r > 0 si x = a, y = b − c, z = b + c, unde c = min{ b2 ,
r
2} avem:

(x, y) ∈ S((a, b), r) ∩ A, si (x, y) ∈ S((a, b), r) ∩ C(A), prin urmare (a, b) ∈ Fr
A. Cu argumente similarein demonstrarea restului incluziunii.

Exercitiul 18.Gasiti radacina reala a a ecuatiei x3 + x − 1000 = 0
(1)

pana in 10−4.
Solutie. Pentru a aplica teorema lui Banach trebuie sa scriem ecuatia

(1) in forma x = f(x). De exemplu putem scrie (1) de forma :
x = 5
√

1000− x := f(x)
este evident ca radacina exacta a ∈ (9, 10), deci vom alege x0 = 10. Avem:

f ′(x) = − 1

3 3
√

(1000−x)2
, si pentru x ∈ (9, 10) :

|f ′(x)| ≤ 1

3
3√
9902
≈ 1

300 = α.

Dar f [9, 10] = [f(10), f(9)] = [ 3
√

990, 3
√

991] ⊂ [9, 10] prin urmare vom definii
f : X := [9, 10] → X, f(x) = 3

√
1000− x si aceasta functie este o contractie de

constante α = 1
300 , X = [9, 10] este un spatiu metric complet si:

xn → a, unde x0 = 10, xn+1 = f(xn), n ∈ IN.
Avem:

x1 = f(x0) ≈ 9.96655, x2 ≈ 9.96666, x3 ≈ 9.96667;
prin urmare a ≈ 9.96667.

Exercitiul 19.Gasiti radacina reala a ecuatiei:
∞∑
n=1

(−1)n−1·x2n−1

(n−1)!(2n−1) = 0.4431135

pana in 10−5.
Solutie.Putem scrie ecuatia in forma x = f(x) pentru:

f(x) = 0.4431135 +
∞∑
n=2

(−1)n−1·x2n−1

(n−1)!(2n−1) , x ∈ IR, raza de convergenta este

R =∞. Dar f ′(x) =
∞∑
n=1

(−1)n·x2n

(n−1)! = x2
∞∑
n=2

(−1)n·x2(n−1)

(n−1)! = x2
∞∑
n=2

(−1)n−1·x2n

(n)!

= x2(1− e−x2

) > 0, pentru x > 0
Prin urmare f este o functie crescatoare, f [0.44, 12 ] ⊂ [0.44, 12 ] si |f ′(x)| ≤ 1

16 ,
pentru x ∈ [0.44, 12 ].Prin urmare putem aplica teoria lui Banach. Fie x0 = 0.44.
Atunci:

x1 = f(0.44) ≈ 0.47;
x2 = f(0.47) ≈ 0.476;
x3 = f(0.476) ≈ 0.4767;
x4 = f(0.4767) ≈ 0.47689;
x5 = f(0.47689) ≈ 0.476927;
x6 = f(0.476927) ≈ 0.476934;
x7 = f(0.476934) ≈ 0.476936,

si |x7 − x6| < 10−5. Prin urmare a ≈ 0.47693.
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Exercitiul 20∗.Fie (B, || · ||) un spatiu Banach, (xn)k≥0 un sir in B,
(αk)k≥0 un sir in [0,∞) si m ∈ IR astfel incat:

(i) β :=
∞∑
k=0

1
2m(k+1) · αk <∞, si

(ii) ||xk+1 − 2mxk|| ≤ αk, k ∈ IN.
Demonstrati ca ( 1

2mk xk)k≥0 este un sir convergent si ||x− x0|| ≤ β
unde x = lim

k→∞
1

2mk xk.

Solutie.Din ipoteza (ii) rezulta ca:
|| 1
2m(k+1)xk+1 − 1

2mk xk|| ≤ 1
2m(k+1)αk, k ∈ IN

Fie p un numar intreg pozitiv ales arbitrar.Atunci, din inegalitatea triunghi-
ului si din (1) avem:
|| 1
2m(k+p)xk+p − 1

2mk xk|| ≤
≤ || 1

2m(k+p)xk+p− 1
2m(k+p−1)xk+p−1||+|| 1

2m(k+p−1)xk+p−1− 1
2m(k+p−2)xk+p−2||+

...+
+|| 1

2m(k+1)xk+1− 1
2mk xk|| ≤ 1

2m(k+p)αk+p−1+ 1
2m(k+p−1)αk+p−2+...+ 1

2m(k+1)αk,
de unde

|| 1
2m(k+p)xk+p − 1

2mk xk|| ≤
∞∑
n=k

1
2m(n+1)αn (2)

Din (i) rezulta ca restul de ordin n al seriei tinde la zero:

lim
k→∞

∞∑
n=k

1
2m(n+1)αn = 0,

prin urmare din (2) rezulta ca ( 1
2mk xk)k≥0 este un sir Cauchy. Fie x limita

sa. Atunci, pentru p→∞ in (2) obtinem:

||x− 1
2mk xk|| ≤

∞∑
n=k

1
2m(n+1)αn, k ∈ IN,

de unde pentru k = 0 :
||x− x0|| ≤ β.

Exercitiul 21∗.(un rezultat de stabilitate). Fie (G,+) un grup abelian,
(B, || · ||) un spatiu Banach, si n ∈ IN∗.Notam cu An(G,B) functiile simetrice
n-aditiva a : Gn → B; i.e.

a(xσ(1), ..., xσ(n)) = a(x1, ..., xn), x1, ..., xn ∈ G,∀σ : {1, 2, ..., n} → {1, 2, ..., n}
a(x1, ..., xn−1, xn+xn+1) = a(x1, ..., xn)+a(x1, ..., xn−1, xn+1)∀x1, ..., xn, xn+1 ∈

G
Demonstrati ca daca g : Gn → B este o functie simetrica aproximativa

n-aditiva, i.e. exista o constanta M > 0 astfel incat:
(i) ||g(x1, ..., xn−1, xn + xn+1)− g(x1, ..., xn)− g(x1, ..., xn−1, xn+1)|| ≤

M, penru toti x1, ..., xn−1, xn, xn+1 ∈ G, atunci exista o functie unica n-aditiva
a ∈ An(G,B) astfel incat:

||g(x1, ..., xn)− a(x1, ..., xn)|| ≤M,∀x1, ..., xn−1, xn ∈ G,
si

a(x1, ..., xn) = lim
k→∞

1
2nk g(2kx1, ..., 2

kxn) penru toti x1, ..., xn−1, xn ∈ G.

Solutie. Fie x1, ..., xn−1, xn ∈ G.Folosind inegalitatea triunghiului
avem:
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||g(2x1, ..., 2xn)− 2ng(x1, ..., xn)|| =
= ||[g(2x1, ..., 2xn)− 2g(2x1, ..., 2xn−1, xn)] + 2[2g(2x1, ..., 2xn−1, xn)−
−2g(2x1, ..., 2xn−2, xn−1, xn)] + ...+ 2n−2[g(2x1, ..., xn)− 2g(x1, ..., xn)]|| ≤
≤ ||g(2x1, ..., 2xn)− 2g(2x1, ..., 2xn−1, xn)||+ 2||g(2x1, ..., 2xn−1, xn)−
−g(2x1, ..., 2xn−2, xn−1, xn)||+ ...+ 2n−1||g(2x1, ..., xn)− 2g(x1, ..., xn)||
si din (i) notand y = (x1, ..., xn), avem:
||g(2y)− 2ng(y)|| ≤M(1 + 2 + ...+ 2n−1) = (2n − 1)M (1)

Inlocuind y cu 2ky in (1) obtinem:
||g(2k+1y)− 2ng(2ky)|| ≤M, ∀k ∈ IN (2)

Acum, folosind Exercitiul 20. pentru xk = g(2ky),m = n, si αk = M(2n−1)
avem:

β =
∞∑
k=0

1
2n(k+1) ·M(2n−1) = M(2n−1) 1

2n
1

1− 1
2n

= M, sirul ( 1
2nk g(2kx1, ..., 2

kxn))k≥0

este convergent si limita sa este:
a(x1, ..., xn) := lim

k→∞
1

2nk g(2kx1, ..., 2
kxn) (3)

verifica inegalitatea:
||g(x1, ..., xn)− a(x1, ..., xn)|| ≤M (4)

deoarece x0 este aici g(x1, ..., xn).
Pentru a demonstra ca a ∈ An(G,B) inlocuim x1, ..., xn, xn+1 cu 2kx1, ..., 2

kxn, 2
kxn+1

in (i) si inmultim cu 1
2nk ; prin urmare vom avea:

|| 1
2nk g(2kx1, ..., 2

kxn, 2
k(xn + xn+1))− 1

2nk g(2kx1, ..., 2
kxn)−

− 1
2nk g(2kx1, ..., 2

kxn, 2
kxn+1)|| ≤ 1

2nk , k ∈ IN (5)
Acum, prin definitia (3) obtinem pentru k →∞ in (5):

||a(x1, ..., xn−1, xn + xn+1) = a(x1, ..., xn) + a(x1, ..., xn−1, xn+1)|| = 0,
sau echivalent:
a(x1, ..., xn−1, xn + xn+1) = a(x1, ..., xn) + a(x1, ..., xn−1, xn+1),
si demonstram ca a ∈ An(G,B).

Ramane doar sa demonstram ca a este singura functie simetrica n-
aditiva ce verifica (4). Presupunem ca b ∈ An(G,B) verifica (4) i.e.:

||g(x1, ..., xn)− b(x1, ..., xn)|| ≤M, ∀x1, ..., xn−1, xn ∈ G (6)
Inmultind (6) cu 1

2nk si inlocuind x cu 2kxi, i = 1, 2, ..., n avem:

|| 1
2nk g(2kx1, ..., 2

kxn)− b(x1, ..., xn)|| ≤ 1
2nkM, si pentru k →∞ :

||a(x1, ..., xn)− b(x1, ..., xn)|| ≤ 0,
Prin urmare a = b, de aici rezulta ca a este unica functie simetrica n-aditiva

care verifica (4).

6. EXERCITII

Exercitiul 1. Fie IRp spatiul Euclidian si A ⊆ IRp.

Determinati seturile A,A′, Is A,
◦
A,Fr A.

(a) A = (−1, 1] ∪ {( 1−n
n )n|n ∈ IN∗}

(b) A = {x ∈IR|x2009 + x2008 = 1}
(c) A = {(x, y) ∈IR2|x > 0, x2 + (y − 1)2 ≤ 1} ∪ {(−1, 1)}
(d) A = S((0, 0, 0), 1) ∪ {(x, y, z) ∈IR3|z ≥ 1}
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Raspunsuri.(a) A = [−1, 1] ∪ {( 1−n
n )n|n ∈IN∗} ∪ {−1e ,

1
e},

A′ = [−1, 1] ∪ {−1e ,
1
e}, Is A = {( 1−n

n )n|n ∈IN∗},
◦
A = (−1, 1), F r A = {−1, 1} ∪ {( 1−n

n )n|n ∈IN∗}.

(b)A = A; A′ =
◦
A = φ; Is A = Fr A = A.

(c)A = {(x, y) ∈IR2|x ≥ 0, x2 + (y − 1)2 ≤ 1} ∪ {(−1, 1)},
A′ = {(x, y) ∈IR2|x ≥ 0, x2 + (y − 1)2 ≤ 1}, Is A = {(−1, 1)}
◦
A = {(x, y) ∈IR2|x ≥ 0, x2 + (y − 1)2 < 1}
Fr A = {(x, y) ∈IR2|x ≥ 0, x2 + (y − 1)2 = 1}.
(d) A = {(x, y, z)|x2 + y2 + z2 ≤ 1}∪ {(x, y, z)|z ≥ 1} = A′ ,

Is A = φ ,
◦
A{(x, y, z)|x2 + y2 + z2 < 1}∪ {(x, y, z)|z > 1} ,

Fr A{(x, y, z) ∈ IR3|x2 + y2 + z2 = 1}∪ {(x, y, 1)|x, y ∈ IR}

Exercitiul 2.Aratati ca ([−π2 ,
π
2 ], d) este un spatiu metric unde d(x, y) :=

| sin(x− y)|; apoi calculati:
d(0,−π2 ), d(π2 ,

π
3 ), d(π2 ,

π
6 ), d(π2 ,

π
4 ), d(π4 ,

π
8 ), d( π12 , 0), d( π12 ,

π
4 ).

Rarpunsuri.

d(0,−π2 ) = 1, d(π2 ,
π
3 ) = 1

2 , d(π2 ,
π
6 ) =

√
3
3 , d(π2 ,

π
4 ) =

√
2
2

d(π4 ,
π
8 ) = 1

2

√√
2− 1, d( π12 ,

π
4 ) = 1

2 , d( π12 , 0) =
√
6−
√
2

4 .

Exercitiul 3. Fie A ⊂ X, unde (X, d) este un spatiu metric.
Demonstrati:

(a) A ⊂
◦
A ⊂ A; (b) A′ ⊂ A ; (c) Int(IntA) = IntA;

(d) Is A = A−A′

(e) A = A; (f) A′ ∩ Is(A) = φ; (g) C(Int A) = C(A);

(h) Ext A ∪A = X

(i) Int A ∪ Ext A ∪ Fr A = X; (j) Fr A = Fr C(A) = A ∩ C(A);
(k) Int A∩ Fr A = φ = Ext A ∩ Fr A;

(l) A = Int A ∪ Fr A = A′ ∪ Is A = A ∪A′.

Exercitiul 4. Fie A,B ⊂ X, unde (X, d) este un spatiu metric. Aratati
ca:

(a) A ∩B ⊆ A ∩B; (b) ∃A,B a.i. A ∩B 6= A ∩B;

(c) A ∪B = A ∪B;

(d) A ⊂ B ⇒
◦
A ⊂

◦
B; (e) Int(A ∩B) = Int A ∩ Int B;

(f) Int A ∪ Int B ⊂ Int(A ∪B);
(g) ∃A,B a.i.Int A ∪ Int B 6= Int(A ∪B); (h) A ⊂ B ⇒ A′ ⊂ B′;
(i) (A ∪B)′ = A′ ∪B′; (j) (A ∩B)′ ⊂ A′ ∩B′;
(k) ∃A,B a.i.(A ∩B)′ 6= A′ ∩B′.

Exercitiul 5. Fie (X, d) un spatiu metric si f : X → Y o functie
bijectiva. Aratati ca (Y, δ) este un spatiu metric, unde
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d(y1, y2) = d(f−1(y1), f−1(y2)), pentru toti y1, y2 ∈ Y.

Exercitiul 6. Demonstrati ca (X, d) este un spatiu metric unde

X = [−∞,∞], d(x, y) = |f(x)− f(y)|, si f(x) =


x

1+|x| , x ∈ IR

1, x =∞
−1, x = −∞


Calculati d(0, 1), d(1, 13), d(0,∞), d(1,∞), d(∞,−∞), lim

n→∞
n si lim

n→∞
1
n

(n ∈ IN∗).

Raspunsuri.
d(0, 1) = 1

2 , d(1, 13) = 3
7 , d(0,∞) = 1, d(1,∞) = 1

2 , d(∞,−∞) = 2
lim
n→∞

n =∞ si lim
n→∞

1
n = 0.

Exercitiul 7.Fie (X, d) un spatiu metric si k ∈ [0,∞).
Demonstrati ca (X, δ) este de asemenea un spatiu metric, unde

δ(x, y) = d(x,y)
1+k·d(x,y) , pentru toti x, y ∈ X. Demonstrati implicarea:

(X, d) este un spatiu metric complet ⇒ (X, δ) este complet.
Este adevarata afirmatia?

Exercitiul 8. Demonstati ca (C0[a, b], || · ||) este un spatiu norma, unde

|| f || =
b∫
a

f(x)
1+|f(x)|dx.

Aratati ca S(0, b− a) = C0[a, b] si calculati || f || pentru f ∈ C[0, π2 ],

f(x) =

{
sinx, x ∈ [0, π4 ]
cosx, x ∈ [π4 ,

π
2 ]

}
Exercitiul 9. Fie f :IR2 →IR2, f(x, y) = (y, x).Determinati Fix(f”)

unde n ∈IN∗.

Exercitiul 10. Fie f :IR→IR, f(x) = ax + b, unde a 6= 0, a, b ∈IR.
Gasiti Fix(f), F ix(f2) si Fix(f3); daca k ∈ IN∗ fixat, gasiti a, b ∈IR astfel
incat Fix(fk) =IR.

Exercitiul 11*. Fie f :X → X o functie. Aratati ca:
(a) Fix(f) ⊂ ∩

n∈IN∗
fn(x).

(b) Daca ∩
n∈IN∗

fn(x) = {x} atunci Fix(f) = {x}.
(c) Fix(f) ⊂ ∩

n≥2
Fix(fn).

Exercitiul 12*. Fie (X, d) un spatiu metric si f :X → X o functie
continua (i.e. pentru toti x ∈ X pentru toti ε > 0 exista δ(ε, x) > 0 astfel incat
d(f(x), f(y)) < ε,∀y ∈ X, d(x, f(x)) < δ(ε, x))

Presupunem ca:
∃α ∈ (0, 1) : d(f(x), f2(x)) ≤ αd(x, f(x)),∀x ∈ X.
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Demonstrati ca:
(a) (fn(x0))n≥1 este un sir Cauchy, pentru toti x0 ∈ X.
(b) Daca (X, d) este complet atunci Fix(f) 6= φ

Exercitiul 13*. Demonstrati ca un spatiu linear norma (V, || · ||) in
care regula paralelogramului este un spatiu produs interior (i.e. ∃ <,> produsul
interior pe V astfel incat ||x|| = √< x, x >).

Exercitiul 14. Folosind teorema lui Banach gasiti radacina reala a
urmatoarelor ecuatii pana in 10−3:

(a) x3 + 10x = 1;
(b) 13x = sinx+ 1;
(c) x5 + x = 13.

Exercitiul 15. Aratati ca:
(a) (IRp, || · ||), ||x1, ..., xp|| = max(|x1|, ..., |xp|) este un spatiu norma

(p ∈ IN∗).
(b) @ < ·, · >:IRpxIRp →IR- produs inner astfel incat

|| x || = √< x, x >, ∀x ∈IRp.

Exercitiul 16. Demonstrati ca (IR, d),unde :
d(x, y) = arctanx − arctan y|, x, y ∈ IR este un spatiu metric, dat nu

un spatiu metric complet.

Exercitiul 17. Demonstrati ca (C, | · |) este un spatiu Banach( unde
C este setul numerelor complexe).

Exercitiul 18**. Fie (V, || · ||) un spatiu norma, (B, || · ||) un spatiu
Banach, p ∈ (0,∞)− {1}, n ∈IN∗ si g : V n → B este o functie simetrica astfel
incat:

||g(x1, ..., xn−1, xn + xn+1)− g(x1, ..., xn)− g(x1, ..., xn−1, xn+1)|| ≤
≤ || x1 ||p|| x2 ||p...|| xn−1 ||p(||xn||p+||xn+1||p) pentru toti x1, x2, ..., xn+1 ∈

V.Demonstrati ca exista un unic a ∈ An(V,B) astfel incat

||g(x1, ..., xn)− a(x1, ..., xn)|| ≤ 2
|2p−2| || x1 ||

p|| x2 ||p...|| xn ||p,
pentru toti x1, x2, ..., xn+1 ∈ V n. De asemenea aratati ca:

m(x) = a(x1, ..., xn), x ∈ V este unica functie ce verifica:
n∑
k=0

(−1)n−kCknm(x+ ky) = n!m(y),∀x, y ∈ V

si
||m(x)− g(x1, ..., xn)|| ≤ 2

|2p−2| · || x ||
np
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LIMITE DE FUNCÞII. CONTINUITATE 

În acest capitol vom defini noþiunile de limitã într-un punct ºi continuitate 

pentru funcþiile de mai multe variabile ( funcþii de forma f : IRp 
  IRq ) ca generalizãri 

naturale ale noþiunilor similare studiate în liceu. Menþionãm cã majoritatea 

rezultatelor expuse rãmân valabile în contextul mai larg al spaþiilor vectoriale 

normate, ori al spaþiilor metrice, dar cã lectura acestor rezultate se poate face 

independent de cea a capitolului  �Spaþii metrice� .  

A. LIMITE DE ªIRURI 

Fie p ºi q   IN*. 
Definiþia 1. Fie m   IN ºi M ={n IN | n ≥ m }. O funcþie f : M

 
  IRp se 

numeºte ºir de puncte ( vectori ) din IRp . Vom identifica ºirul f cu imaginea sa ; deci, 

dacã: f(n) = xn = ( x 1
n , x 2

n , � , x
p
n  )   IRp , n   M, vom spune cã ( xn ) mn  , sau ( xn ) 

este un ºir de puncte din IRp. Elementul xn   IRp, ( nm ) se numeºte termenul 
general, sau termenul de rang n al ºirului ( xn ). ªirurile de numere reale ( x

k
n ),  k   

 p1,2,..., , se numesc ºirurile coordonatelor ºirului ( xn ). Luând knM ºi knn,pentru 
orice n  M, atunci ºirul  ( x

nk  )nm se numeºte subºir al ºirului ( xn ) ºi vom folosi 

notaþia ( x
nk )  (xn) . Dacã (xn) este un ºir de puncte din IRp vom scrie (xn )  IRp ; 

dacã xn = a  IRp pentru orice n  M  ºirul (xn )se numeºte ºir staþionar sau constant. 
Observaþie. Fie (xn)  IRp. Cum ( x k

n  ), p1,k   sunt ºiruri de numere reale, 

pentru aceste ºiruri se pun probleme de convergenþã. Reamintim cã 
k
nn

xlim


 = x k  IR  

dacã ºi numai dacã :   0 nk    IN astfel încât 
kk

n xx    pentru orice  

nnk() sau echivalent :Vk o vecinãtate a punctului x
k nk   IN astfel încât x k

n  
Vk ,  n   nk . 

Prin urmare, în definirea convergenþei în IR sunt esenþiale noþiunile de 

distanþã de la x k
n la xk ( aici kk

n xx   ) ºi de vecinãtate a punctului xk. Vom generaliza 

cele douã noþiuni în IRp, ceea ce va permite definirea convergenþei pentru ºiruri din 

IRp ºi vom sublinia legãtura care existã între aceastã convergenþã ºi convergenþa 

ºirurilor coordonatelor. 

Exemplul 1. Fie xn = ( an, bn )  IR2 , an = 
n

n sin
,  bn = 

n
n cos

, n  IN* ºi Mn 

punctul din plan având coordonatele an ºi bn. Desigur an →0 ºi bn→0   (n→∞) în IR, 
deci ar fi natural sã definim convergenþa în IR2 de aºa manierã ca  nnn

b,alim


 = (0,0). 

Pe de altã parte dacã O(0,0) este originea din plan, atunci 

0
n
1

baO),d(M 2
n

2
nn  .  
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Aceastã observaþie ne conduce la ideea de a defini convergenþa în IR2 prin 
intermediul distanþei: 

( an, bn )   ( 0,0 )  d(Mn,O)  0 ( n ). 
Definim întâi �distanþa� dintre douã puncte în IRp. 

Definiþia 2. Fie x = ( x1,� , x
p ), y = ( y1,� , y

p )   IRp. 
Numãrul real nenegativ: 

x =  
2p

1k

kx


= 2p2221 )(x...)(x)(x   se numeºte norma elementului 

x, iar numãrul:
 

d(x,y) = x - y = 2pp211 )y-(x...)y-(x   se numeºte distanþa de la x la 

y. 
Observaþia 1. Funcþia  :IRp  IR+,   x  x , verificã urmãtoarele 

proprietãþi: 
N1 : x  = 0    x = 0 = (0,�,0)  IRp  

N2 : x  =  x ,   IR,  x  IRp  

N3 : x +y     x   +  y ,  x, y  IRp . 

Primele douã proprietãþi sunt imediate; pentru cea de a treia se foloseºte 

inegalitatea lui Minkowsky: 
1/sp

1k

s

 k k b a 







 


     
1/sp

1k

s

ka 










 +  
1/sp

1k

s

kb 










 , pentru orice s  1 ºi  

pentru orice ak, bk  , k = p ,1 . 
O funcþie care verificã proprietãþile N1, N2 ºi N3 se numeºte normã. 
 
Observaþia 2.  Funcþia d: IRp x IRp  IR+ definitã prin d (x, y) = y -x ,  

 (x, y)  IRp x IRp are urmãtoarele proprietãþi care rezultã imediat din cele ale  

normei: 
M1  :  d(x, y) = 0  x = y 
M2  :  d(x, y) = d(y, x) ,  x, y  IRp   

M3  :  d(x, z)  d(x, y) + d(y, z),  x, y, z  IRp  . 
O funcþie care verificã aceste proprietãþi poartã numele de metricã. Metrica 

definitã mai sus se numeºte metrica euclidianã, sau metrica naturalã pe IRp . 
Definiþia 3. Spunem cã ºirul ( xn )  IRp este convergent dacã ºi numai dacã 

existã x IRp astfel încât: 
   0 n ()N : xnx   , pentru orice n   n() . 

Punctul x  IRp se numeºte limita ºirului (xn) ; vom scrie :  xxlim nn



 , sau                     

xnx   (n   ); vom folosi ºi sintagmele �ºirul xn converge la x�, ori �xn tinde la x�      
( când n   ). 

Un ºir care nu este convergent se numeºte ºir divergent. 

Exemplul 2. Fie xn = ( an, bn )  IR2, an =(1
n
1

)n,  bn =
n
1

, n  IN*. Desigur  

ane ºi bn 0 . Vom arãta cã x n  x = ( e,0 ). Fie   0. Atunci existã r(), s() IN 
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astfel încât: 

ean   
2


,   n  år   ºi bn  

2

å
,   n  ås . 

Fie n    = max (r(), s()). Atunci: 

2
n

2
nn be)(axx   

2
å

 
2
å
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 = , pentru orice n   n(). 

Prin urmare x xlim nn



. 

Propoziþia 1. Limita unui ºir convergent este unicã. 
Demonstraþie. Fie (xn) un ºir din IRp. Sã presupunem cã  xxlim nn




 ºi 

y xlim nn



. Atunci pentru orice  0 existã n ()  IN astfel ca: 

 x- x  n    
2

å
 ºi     y x  n   

2

å
 ,   n  n(), iar: 

y - x   =  y  x x-x  n n     n x-x  + y - xn , 

deci yx     , pentru orice   0; atunci yx   = 0, de unde, conform proprietãþii 

N1, x = y. 
Observaþii.  1.  Proprietatea demonstratã justificã expresia �x este limita 

ºirului (xn)�. 
2. Exact ca ºi în IR modificarea numãrului m IN din definiþia unui ºir din IRp 

(definiþia 1) nu afecteazã convergenþa, ori limita (dacã existã) ºirului respectiv. 
3. Legãtura dintre convergenþa unui ºir din IRp ºi convergenþa ºirurilor 

coordonatelor sale (vezi ºi exemplul 1) este stabilitã în urmãtoarea teoremã: 
 
Teorema 1 (teorema de convergenþã a ºirurilor în IRp). Un ºir (xn)  IRp este 

convergent dacã ºi numai dacã ºirurile coordonatelor sale sunt convergente. În acest 

caz:  
 xlim nn



(  xlim 1

nn 
, �, 

p
nn

xlim


 ),   

unde xn = ( 1
nx , � , 

p
nx  ). 

Demonstraþie. 1. Sã presupunem cã (xn) este convergent. Atunci existã x = 

=  xlim nn 
 IRp, unde x=( p1  x, ... ,x ). Fie 0; atunci  existã n()IN astfel încât: 

 x- x  n  , n  n() .                                                                                   (1) 

Dar, pentru orice k  p1,2,...,  : 
2pp

n
211

n
kk

n )x(x...)x(xxx  =  x- x  n .                                             (2) 

Din (1) ºi (2) rezultã cã:  xx kk
n   ,  n  n(), k= p1,  , deci ºirurile ( x

k
n  ) sunt 

convergente ºi  xlim k
nn 

= xk, k= p1, . 

2. Sã presupunem acum cã ºirurile coordonatelor sunt convergente. Atunci 

existã x
k IR astfel încât  xlim k

nn 
= xk, k= p1, . Vom arãta cã  xlim nn 

= x = ( p1  x, ... ,x ). 

Fie  0. Deoarece  xlim k
nn 

= xk, existã nk()IN astfel încît: 
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 xx kk
n   

p

å
,    n  nk(), k= p1, .                                                             (3) 

Fie  ån = max(    ån , ... ,ån p1 ). Atunci din (3) rezultã cã pentru orice n  n(): 

 x- x  n = 2pp
n

211
n )x(x... )x-(x   å  

p
å

 ... 
p
å
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 ,  

deci (xn) este un ºir convergent ºi  xlim nn 
 = x. 

Propoziþia 2. Un ºir (xn)  IRp este convergent la x IRp dacã ºi numai dacã 

orice subºir al sãu este convergent la x. 
Demonstraþie. 1. Sã presupunem cã  xlim nn 

= x ºi cã (x
nk ) este un subºir al 

ºirului (xn). Fie 0. Atunci existã n()  IN astfel încât x-xn   ,  n  n(); dar 

(x
nk )  (xn), deci: 

 x
nk - x     ,  n  n()  

adicã  xlim
nkn 

= x. 

2. Dacã orice subºir al ºirului (xn) converge la x cum (xn)  (xn) rezultã cã (xn) 
converge la x. 

Definiþia 4. ªirul (xn)  IRp se numeºte ºir fundamental (ºir Cauchy) dacã 

pentru orice   0 existã un rang n()  IN astfel încât: mn  x- x    ,  m,n    n(). 

Observaþie. Noþiunea introdusã generalizeazã noþiunea similarã studiatã în 

IR. S-a vãzut cã în IR un ºir este fundamental dacã ºi numai dacã el este 

convergent. Rezultatul are loc ºi în IRp. 
 
Teorema 2. (Criteriul general de convergenþã al lui Cauchy). Un ºir de 

puncte din IRp este convergent dacã ºi numai dacã el este ºir fundamental. 

Demonstraþie. 1. Presupunem cã ºirul (xn)  IRp este convergent. Atunci 
existã x  IRp astfel ca  xlim nn 

 = x. Fie   0. Atunci existã n() IN astfel încât: 

 x- xn   
2


  ,   n  n().                                                                              (1) 

Dar:  

 mn  x- x  = mn  x- x  x - x     x- xn  +  x- xm .                                             (2) 

Din (1) ºi (2) rezultã cã: m n x -x    ,  n,m  n(), adicã (xn) este un ºir Cauchy. 

2. Reciproc, presupunem cã (xn) este un ºir fundamental. Deoarece  
k
m

k
n   x-  x   mn  x- x , k = p1, , urmeazã cã ºirurile coordonatelor sunt de asemenea 

ºiruri Cauchy în IR; prin urmare ele sunt convergente. În consecinþã, conform 

teoremei de convergenþã în IRp, ºirul (xn) este convergent. 

Definiþia 5. ªirul (xn)n  r  IRp este mãrginit dacã existã M  0 astfel ca  

nx   M,  

pentru orice n  r. 
Propoziþia 3. Un ºir convergent în IRp este mãrginit. 
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Demonstraþie. Fie (xn)n  r  IRp ºi x =  xlim nn 
. Fie   0. Atunci existã un rang 

m  IN, m  r astfel ca:    
 x- xn    ,   n  m .                                                                                   (1) 

Dar : nx  =  x x - xn     x- xn  + x ,  deci din (1): 

nx    + x ,   nm .                                                                              (2) 

Fie  M = max ( rx , 1rx  , �, 1mx   , x + ). Atunci din (2) ºi din definiþia lui M 

rezultã cã: nx    M,  n r , adicã ºirul (xn) este mãrginit. 

Consecinþã. Orice ºir fundamental din IRp este mãrginit. 
Observaþie. ªirul (xn)  IRp este mãrginit dacã ºi numai dacã ºirurile 

coordonatelor sale sunt mãrginite. Aceastã aserþiune se justificã imediat prin 

inegalitãþile: 
____p

1k

k
nn

k
n p1,kxxx  



. 

Definiþia 6. Fie ( xn ) n≥m  IRp. ªirul mnn )(s   IRp unde 



n

mk
kn ,xs n≥m, se 

numeºte serie de elemente din IRp ºi se noteazã:  




 mn
nn

mn
n xsau,x,x . 

Elementul sn  IRp se numeºte sumǎ parþialǎ de ordin n a seriei  nx . Seria 

 nx este convergentǎ dacǎ ºirul sumelor parþiale mnn )(s   este convergent; în caz 

contrar spunem cǎ seria 
 mn

nx  este divergentǎ. 

Observaþia 1. Deoarece )s...,,s,(ss p
n

2
n

1
nn  , unde 




n

mk

____
i
k

i
n p1,i,xs  , 

convergenþa seriei  nx se reduce, conform teoremei de convergenþǎ în IRp, la 

convergenþa seriilor coordonatelor : 



mn

____
i
n p1,i,x  . 

Observaþia 2. S-a vǎzut cǎ în IR definirea convergenþei se poate face în 

termeni de vecinǎtǎþi. Acelaºi lucru se poate realiza ºi în IRp. 
Definiþia 7. Fie aIRp ºi r  0. Mulþimea  rx)d(a,xS(a,r)  IR  se 

numeºte sferǎ deschisǎ de centru a ºi razǎ r. 
Exemplul 3. Pentru  p = 1, r)a,r(aS(a,r)  . Dacǎ p=2 ºi a=(b,c), atunci 

y){(x,S(a,r)   IR2 | (x-b)2+(y-c)2 
 r2}, deci sfera de centru (b,c) ºi razǎ r este 

interiorul cercului c),r)C((b, . 

Definiþia 8. O mulþime V  IRp se numeºte vecinǎtate a punctului aIRp  
dacǎ existǎ r > 0 astfel ca Vr)S(a,  . Vom nota cu Va mulþimea vecinǎtǎþilor 

punctului aIRp. Pentru }{ IRIR definim, ca în liceu, mulþimea vecinǎtǎþilor 

unui element a IR  astfel : 
Va = {V IR r0: (a-r, a+r)  V}, dacǎ a  IR  
V = {V IR r0: (r, ] V}, dacǎ a = +  
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V- = {V IR r IR: [-, r)  V}, dacǎ a = -.  
Propoziþia 4. ªirul (xn)  IRp este convergent dacǎ ºi numai dacǎ existǎ 

xIRp astfel încât pentru orice vecinǎtate V  Vx existǎ m  IN (care depinde de V) 
iar xn  V , pentru orice n  m. 

Demonstraþie. 1. Presupunem cǎ  xxlim n
n




. Fie V  Vx . Atunci existǎ >0 

astfel încât :   
 Vå),S(x  .                          (1) 

Deoarece xxlim n
n




 existǎ N)n(åm   astfel încât : 

mn,åxx n  .                      (2) 

Din (1) ºi (2) rezultǎ cǎ xn  V ,  n  m. 
2. Reciproc, presupunem cǎ existǎ x  IRp astfel ca pentru orice V  V x 

existǎ m  IN astfel ca : 
 xn  V,  n  m .                             (3) 

Arǎtǎm cǎ xxlim n
n




. Fie  > 0. Atunci: 

 V =S(x, ) V x .                                                                                            (4) 
Din (3) ºi (4) rezultǎ cǎ existǎ m  IN astfel încât : mnå),,S(xx n  , sau 

mn,åxx n  . Prin urmare xxlim n
n




. 

Definiþia 9. ªirul (xn)  IR are limita  (- ), sau converge la  (- ) în IR   
dacǎ pentru orice  V  V (V  V- )  existǎ  m  IN astfel încât  xn  V ,   n  m. 

Observaþie. ªirul (xn)  IRp( IR ) converge la x  IRp( IR ) dacǎ ºi numai dacǎ 

pentru orice V  Vx, în afara vecinǎtǎþii V existǎ cel mult un numǎr finit de termeni ai 

ºirului. 
Definiþia 10. Punctul xIRp( IR )se numeºte punct limitǎ pentru ºirul 

(xn)IRp( IR ) dacǎ : 
[ VVx, mIN,  n  m, n IN  a.î. xnV]. 
Observaþie. x este un punct limitǎ pentru ºirul (xn) dacǎ ºi numai dacǎ în 

orice vecinǎtate a punctului x existǎ o infinitate de termeni ai ºirului. 

Exmplul 4. Mulþimea punctelor limitǎ a ºirului 
2)ncos,

2
n

(sin IR


este  

 1),1(,1)(1,,1),(0   . 
Exemplul 5. ªirul (n)n≥1 IR nu are nici un punct limitǎ în IR, dar are ca unic 

punct limitǎ în IR  pe x =  . 
 
Observaþie. Punctele limitǎ ale unui ºir se pot caracteriza cu ajutorul 

subºirurilor astfel : 
Teorema 3. Punctul xIRp( IR ) este punct limitǎ pentru ºirul (xn)  IRp( IR ) 

dacǎ ºi numai dacǎ existǎ un subºir )(x)(x nk n
 convergent la x. 

Demonstraþie. 1. Presupunem cǎ existǎ )x()x( nk n
  astfel ca 

)(nxx
nk  . Atunci pentru orice V  Vx existǎ m  IN astfel încât Vx

nk  , 

pentru orice kn  m (Propoziþia 4). Deci x este un punct limitǎ pentru ºirul (xn). 
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2. Reciproc, dacǎ x este punct limitǎ pentru ºirul (xn)  IRp, atunci pentru 

orice n  IN*, luând xn n
1

,xSU V







  existǎ nk Ux

n
  , unde kn  n . Fie  > 0 ºi 

  1å/1m  . Atunci mn,å
n
1

xx
nk  , deci xx

nk  .  

Dacǎ (xn)  IR  ºi  )(xx   atunci pentru  V],(nU n  (respectiv 

 Vn),[U n ) existǎ nk Ux
n
 , pentru orice nIN; prin urmare 

 nk
n

xlim  

(respectiv 
 nk

n
xlim ). 

Observaþie. Noþiunea de punct limitǎ al unui ºir din IRp este o generalizare a 
noþiunii de punct limitǎ studiatǎ în liceu (p = 1). Exemplul 5 indicǎ existenþa unor ºiruri 

care nu posedǎ puncte limitǎ. Pentru p = 1, lema lui Cesaro (�orice ºir mǎrginit din IR 
are puncte limitǎ�) oferǎ condiþii suficiente pentru ca mulþimea punctelor limitǎ ale 

unui ºir (xn)  IR sǎ fie nevidǎ. Rezultatul este valabil ºi în IRp. 

Teorema 4(Cesaro). Orice ºir mǎrginit din IRp are cel puþin un punct limitǎ. 

Demonstraþie. Fie (xn)  IRp un ºir mǎrginit. Conform observaþiei de la 

Propoziþia 3, ºirurile coordonatelor 
____

i
n p1,i,)(x  IR  sunt ºi ele mǎrginite ºi de 

asemenea toate subºirurile lor. Aplicǎm lema lui Cesaro ºirului IR)(x1
n ; atunci 

)(x)(x 1
n

1
k1

n
  ºi x1

IR astfel încât 
11

kn
xxlim 1

n



. Subºirul )(x)(x 2

n
2
k1

n
  este mǎrginit, 

deci, din lema lui Cesaro: )(x)(x 2
k

2
k 1

n
2
n
  ºi x

2
IR astfel încât 

22
kn

xxlim 2
n



. 

Repetând acest procedeu obþinem în cele din urmǎ: )(x)(x p
k

p
k 1p

n
p
n

 ºi x
p
IR astfel 

încât 
pp

kn
xxlim p

n



. Am format astfel subºirul )(x)(x nkp

n
  pentru care: 

)(x)(x)(x s
n

s
k

s
k s

n
p
n

 ºi 
____

ss
kn

p1,s,xxlim p
n




 . 

Prin urmare )x...,,(xxxlim p1
kn

p
n




. 

Consecinþã. Orice ºir mǎrginit din IRp are un subºir convergent. 
Observaþie. Propoziþia 3 afirmǎ cǎ mǎrginirea este o condiþie necesarǎ 

pentru convergenþa unui ºir în IRp. O condiþie necesarǎ ºi suficientǎ de convergenþǎ 

este datǎ de : 

Teorema 5. Fie (xn) un ºir mǎrginit de puncte din IRp. Condiþia necesarǎ ºi 

suficientǎ ca (xn) sǎ fie convergent este ca el sǎ aibǎ un unic punct limitǎ. 
Demonstraþie. Necesitatea rezultǎ din unicitatea limitei ºi din Propoziþia 4. 

Suficienþa. Fie x  IRp unicul punct limitǎ al ºirului mǎrginit (xn). Vom 
demonstra cǎ xxlim n

n



 prin reducere la absurd. Presupunem deci cǎ ºirul (xn) nu 

converge la x. Atunci: [ VVx astfel încât  nIN  knIN : kn  n : 
nkx V ]. Dar 

)(x
nk este mǎrginit , deci, în acord cu Teorema lui Cesaro, are un punct limitǎ  y  x, 

care este de asemenea punct limitǎ pentru ºirul (xn); contradicþie! În consecinþǎ, 

presupunerea cǎ ºirul (xn) nu converge la x a fost falsǎ, deci xxlim n
n




. 
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Definiþia 11. Un punct a IRp( IR ) este punct de acumulare al mulþimii 

AIRp( IR ) dacǎ : VVa : VA\{a}.  Mulþimea punctelor de acumulare ale 

mulþimii A (posibil vidǎ) se noteazǎ cu A' ºi se numeºte mulþimea derivatǎ (a mulþimii 

A). 

Observaþia 1. Din definiþia vecinǎtǎþilor rezultǎ cǎ aA'  IRp  dacǎ ºi numai 

dacǎ :    a\Ar)S(a,  0r , ceea ce este echivalent cu :  a\Ax0r   

astfel încât rax  . 

Observaþia 2. Noþiunea de punct de acumulare este o generalizare a celei 

similare studiate în liceu. 

Exemplul 6. Dacǎ A = S((0,0),1) IR2, atunci : 

 1yxy)(x,A' 222  IR ,deci 1),C((0,0)AA'  . 

Propoziþia 5. Fie A  IRp. Atunci : 

   




 


axlimîncâtastfela\A)(xA'a nnn . 

Demonstraþie. 1. Fie a  A' . Din definiþia punctului de acumulare rezultǎ 

cǎ: 

 a\A
n
1

,aSxn n
*









 IN  .                        (1)  

Fie >0 ºi   1å/1m  . Atunci, din (1) obþinem : mn,å
n
1

ax n  ,  

ceea ce dovedeºte convergenþa ºirului (xn) la x. 
2. Presupunem cǎ  a\A)(x n   astfel ca axlim n

n



. Fie V  Va ; atunci 

existǎ m  IN astfel încât :   mn,a\VAxn  , deci    a\AV . Prin 
urmare a  A' . 

Exemplul 7. Fie 21],(01],(0A IR .Vom arǎta cǎ 1],[01],[0A'  . 

1. Arǎtǎm cǎ 1],[01],[0A'   ceea ce este echivalent cu afirmaþia : 

 A'b),(a1],[01],[0b),(a  . 

Fie deci 1],[01],[0b),(a  . Presupunem, prin absurd cǎ (a, b)  A' . Conform 
propoziþiei 5 existǎ 1],(01],(0)b,(a nn   astfel încât b),(a)b,(alim nn

n



. Dar 

1],(0b,1],(0a nn  , deci 1],[0a  ºi 1],[0b ; contradicþie! Prin urmare 

A'b),(a  . 

2. Arǎtǎm cǎ A'1],[01],[0  . Fie 1],[01],[0b),(a  . Construim ºirul 
1],(01],(0)y,(x nn   astfel : 

n
1

x n   , pentru a = 0 , n  IN* , 

n
1

ax n   , pentru a  (0, 1), 
a
1

n   , 

n
1

1x n   ,  pentru a = 1 , 2n  . 
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Analog se construieºte (yn). Atunci b),(a)y,(x nn   ºi conform propoziþiei 5, 

(a, b)  A' . 

Definiþia 12.  Mulþimea  A  IRp este mǎrginitǎ dacǎ existǎ  a  IRp ºi   r>0 

astfel ca A  S(a, r). 
Propoziþia 6. Mulþimea A  IRp este mǎrginitǎ dacǎ ºi numai dacǎ 

 Ax,Mxa.î.0M  . 

Demonstraþie. 1. Presupunem cǎ A este mǎrginitǎ. Din definiþia 12 rezultǎ 

cǎ :
pa IR  ºi r > 0 a.î. r),S(aA  deci Ax,rax  ; atunci : 

    Maraaxaaxx  . 

2. Reciproc, dacǎ existǎ M > 0 astfel ca Ax,Mx   atunci r),S(0A   

unde r = M + 1, deci A este mǎrginitǎ. 
Teorema 6 (Bolzano-Weierstrass). Orice mulþime infinitǎ ºi mǎrginitǎ din IRp 

are cel puþin un punct de acumulare. 
Demonstraþie. Fie A  IRp o mulþime infinitǎ ºi mǎrginitǎ. Conform 

propoziþiei 6 existǎ M > 0 astfel încât: 
Ax,Mx                                                                                               (1) 

Dar A este o mulþime infinitǎ, deci existǎ un ºir A)(x 0nn   cu toþi termenii distincþi; 

din (1) rezultǎ cǎ : 
 n,Mx n IN 

deci ºirul (xn) este mǎrginit. Conform Teoremei lui Cesaro existǎ un subºir 

)(x)(x nk n
  convergent. Fie 

nk
n

xlimx


 . Din propoziþia 5 rezultǎ cǎ x  A' . 

B. FUNCÞII VECTORIALE 

Definiþia 13. O funcþie �: A  IRp → IRq q,(p  IN*) se numeºte funcþie 

(aplicaþie) vectorialǎ de argument vectorial. Deci pentru orice x  A existǎ un unic 

 )y,...,(yy q1  IRq astfel încât f(x) = y. Funcþiile reale de argument vectorial definite 

prin  : �k: A→ IR,
____

k
k q,1k,y(x)f    se numesc componente scalare ale funcþiei f. 

Vom scrie f = (f1, �, f q). Mai spunem cǎ f este o funcþie de p variabile. Mulþimea 

{(x,�(x))  IRp x IRq  xA} se numeºte graficul funcþiei f. 
Exemplul 8. Funcþia  )2,[0),[0:f IR2 definitǎ prin f(,) = (x,y), 

unde  cosñx  ºi  sinñy  are componentele scalare definite prin: 
 cosñ),(ñf1 ,  sinñ),(ñf 2 , pentru orice ).2,[0),[0),(ñ   

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

P(x,y) 
 (0,y) 
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Desigur pentru orice (x,y)  IR2 luând P),(0dyxñ
22
  unde O(0,0) , 

P(x, y), iar  unghiul dintre semiaxa Ox ºi vectorul OP  rezultǎ  cǎ y),(x),f(ñ  .  
Numerele ),[0ñ   ºi )2,[0   se numesc coordonatele polare ale 

punctului P de coordonate carteziene  cosñx  ºi  sinñy . Desigur f este 

bijectivǎ, iar )2,[0),[0R:f 21   este definitǎ prin ),(ñy),(xf 1   unde  ºi  
sunt coordonatele polare ale punctului P(x, y). 

Exemplul 9. Funcþia 3
321 )2,[0),[0:)f,f,(ff IRIR   definitǎ prin 

 cosñz),,(ñf1  ,  sinñz),,(ñf 2  ºi zz),,(ñf 3   este o funcþie bijectivǎ.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Dacǎ (x, y, z)  IR3 definim 22 yxñ   ºi  - unghiul fǎcut de semiaxa Ox 

ºi vectorul 
_____

OP' , unde )0,y,(xP'  este proiecþia lui P(x, y, z) în planul xOy ; atunci : 
(g1, g2, g3) : IR3

 )2,[0),[0 IR definitǎ prin: ñz),y,(xg1  ,  z),y,(xg 2 , 

zz),y,(xg 3   este inversa funcþiei f; numerele ,  ºi z se numesc coordonatele 

cilindrice ale punctului P(x, y, z). 
Exemplul 10 . Fie  )z,y,x(  IR3 , ºi 0),y,(xP'  proiecþia lui P(x,y,z) în planul 

xOy. Numerele P)(O,dzyxr 222
 ,  -unghiul fǎcut de semiaxa Ox cu vectorul 

_____

OP'  ºi  - unghiul fǎcut de semiaxa Oz cu vectorul 
____

OP  se numesc coordonatele 
sferice ale punctului P(x, y, z).  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

(0,y,0) 

 

x

y 

z 

(0,0,z) 
P(x,y,z) 

P�(x,y,0) 

   (x,0,0) 

 

r (0,y,0) 

 

x

y 

z 

 (x,y,z) 

(x,y,0) 

   (x,0,0) 
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Se verificǎ egalitǎþile: èsincosrx  , ècosrz  ,èsinsinry  , egalitǎþi 
ce definesc funcþia vectorialǎ bijectivǎ de trei variabile reale : 

z),y,(xè),,f(r,R],[0)2,[0),[0:f 3  . 

Exemplul 11. Funcþia  1yxy),(xA,A:f 2222  RIIRIR  definitǎ 

prin 22 yx1y),f(x   are drept grafic mulþimea : 

 1yx)yx1,y,(x 2222   care reprezintǎ o suprafaþǎ din IR3 ºi 

anume o semisferǎ. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Exemplul 12. Funcþia : kp21
k

p
k x)x,...,x,(xpr,:pr  IRIR (k = 

____

p1, ) se 

numeºte proiecþia a  k - a. Pentru p=2, xy),(xpr1  , iar yy),(xpr2  . Graficul  funcþiei  

pr1 (proiecþia  întâia) este  mulþimea {(x,y,z) IR3
x,y IR, z = x} care are drept 

reprezentare un plan ce trece prin axa Oy ºi care taie planul zOx dupǎ prima 

bisectoare. 
Exemplul 13. Funcþia z),y,(xf(t),]2,[0:f 3  IR  unde t cosRx  , 

taz,tsinRy   (a, R > 0) are drept grafic mulþimea : 

{(t, R cos t, R sin t, at)  IR4
t[0, 2]}. 

Cum x2 + y2 = R2 este, în IR3, ecuaþia unei suprafeþe cilindrice cu 

generatoarea paralelǎ cu Oz ºi cu proiecþia în xOy � cercul C((0, 0), R), putem 
reprezenta imaginea funcþiei f în IR3 ; ea este o curbǎ pe suprafaþa cilindricǎ definitǎ 

� numitǎ buclǎ de elice. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(0,1,0) 

z 

y 

x 

(0,0,1) 

(1,0,0) 

O 

(R,0,0)

(0,R,a 2


) 

(0,-R, a 2
3

) 

x

y 

z
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Exemplul 14. Fie : :)f,...,(ff q1  IRp
→ IRq. Atunci f este o aplicaþie liniarǎ 

dacǎ ºi numai dacǎ componentele scalare fk , k = 
____

q1,  sunt liniare. În plus 





q

1k
kk e(x)ff(x) pentru orice x  IRp, unde  q1 e,...,e  este baza canonicǎ a 

spaþiului liniar IRq / IR. 

Observaþie. Dacã 
qpA:f IRIR   atunci fprf kk  , 

_____

q1,k   definesc 

tocmai componentele scalare ale funcþiei vectoriale f. 
 
Câmpuri scalare ºi câmpuri vectoriale 
Considerǎm spaþiul IR3 raportat la un sistem ortogonal de axe de origine O 

(notat Oxyz) ºi versorii 
______

k,j,i   pe semiaxele Ox, Oy, respectiv Oz. Dacǎ (x, y, z) 

sunt coordonatele unui punct M din spaþiu, atunci 
_____________

kzjyixOMr   se 
numeºte vectorul de poziþie al punctului M. 

Definiþia 14. O funcþie IRIR  3A:f se numeºte câmp scalar ; vom scrie 

uneori z)y,,f(x)rf(  , unde (x, y, z)  A, iar kzjyixr  . O funcþie vectorialǎ 
33A:V IRIR   de componente scalare P, Q, R poate fi scrisǎ 

kz),y,R(xjz),y,Q(xiz),y,(xPz),y,(xV)r(V  , unde r  este vectorul de poziþie 

al punctului A)z,y,x(  , sau kRjQiPV   ; o asemenea funcþie se numeºte 

câmp vectorial. 
 
Curbe ºi suprafeþe 
Definiþia15. Fie I  IR un interval. O funcþie vectorialǎ  I:kfjfifV 321  

IR3 are ca imagine o mulþime de puncte din spaþiu numitǎ curbǎ de ecuaþii 

parametrice (sau de reprezentare parametricǎ):  
It,(t)fz,(t)fy,(t)fx:C 321  ,  

iar t  I se numeºte parametru (vezi exemplul 13). Dacǎ I = [a, b] putem vizualiza 

curba C ca în figura de mai jos: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Definiþia 16. Fie A  IR2. O funcþie vectorialǎ : 

3
321 IRA:kfjfifV   

are ca imagine o mulþime de puncte din spaþiu numitǎ suprafaþǎ de ecuaþii 
parametrice (de reprezentare parametricǎ) : 

Av),(u,v),(ufz,v),(ufy,v),(ufx:S 321  , 

iar argumentele u ºi v se numesc parametri. 

z 

y 

x

a b 
t t 

j 
i 

k M(x,y,z) 

C 
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Funcþii parþiale 
Fie  IRIR  pA:f  o funcþie de p > 1 variabile ºi a = (a1 , �, ap)  A. 

Definiþia 17.  Fie mulþimea : Ai={xiIR  (a1,...,ai-1,xi,ai+1,...,ap) A}, 
unde i  {1, �, p}. Funcþia IR ii A definitǎ prin : 

)a...,,a,x,a,...,a,(af)(x p1ii1i21ii   

se numeºte funcþia parþialǎ în raport cu variabila xi în punctul a a funcþiei f.  
Exemplul 15. Funcþia )yx(1lny),f(x 22   are domeniul maximal de 

definiþie  1yxy),(xA 22  . Fie A0,
2
1

a 







 . Pentru y = 0 obþinem funcþia 

parþialǎ IR 11 A:  )x(1ln0),f(x(x) 2
1  , unde A1 = (-1,1), iar pentru 

2
1

x   

obþinem IR















2
3

,
2
3

:2 , 


















2
2 y

4
3

lny,
2
1

f(y) . 

 
Operaþii cu funcþii vectoriale  
Definiþia 18.       Fie:  BA:)f,...,(ff p

q1 IR IRq  
ºi 

 B:)g,...,(gg r1  IRq → IRr. Funcþia compusǎ A:fg   IRr definitǎ uzual prin 

  Ax,(x))(fg,...,(x))(fg(x))(fgf(x)g r1   are componentele scalare :  

A)x...,,(xx,))x...,,(xf,...,)x...,,(x(fg(f(x))g p1p1qp11ii   

sau, formal: 
____

q21ii r1,i,)f,...,,f,(fg(f)g  . 

Exemplul 16.  Fie  






 








 


2
,0

2
,01],[0:f   definitǎ prin :          

f(t) = (arccos t , arcsin t), t  [0, 1] ºi 






 








 

2
,0

2
,0:g  IR3  

definitǎ prin 






 


2
,0è,,è)cos,èsinsin,èsin(cosè),g( .  

Atunci ]1,0[:fg   IR3 este definitǎ prin : 

 222 t1,t1t,tt)arcsin,tg(arccosf(t)g   , pentru orice t  [0 , 1]. 

z

x 

y 

(u,v) 

u 

v 0 

A 
(x,y,z) 

V 
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Definiþia 19. Fie qpA:g,f IRIR   ºi   IR. Definim suma 
qA:gf IR  prin : 

    Ax,(x)g(x)f...,,(x)g(x)fg(x)f(x)(x)gf qq11   

unde f = (f1 , � , fq) ºi g = (g1 , �, gq) ºi produsul qA:fë IR  prin  

    Ax,(x)f,...,(x)ff(x)(x)f q1  .  

Mai scriem ºi )gf,...,g(fgf qq11   ºi )f,...,f(f q1  . 

Cu aceste operaþii mulþimea F(A)  a funcþiilor vectoriale A:f  IRp → IRq 
devine un spaþiu vectorial peste IR. 

Definiþia 20. Fie :)f,...,(ff q1 A IRp 
→ IRq ºi  A: IR. Produsul 

:f A  IRp → IRq se defineºte prin A   xf(x),)x(f)(x)(  ; prin urmare 
)f,...,f(f q1  . 

C. LIMITE DE FUNCÞII 

Definiþia 21. Fie A IRp( IR ) → IRq( IR ) ºi a  A' . Spunem cǎ funcþia f are 

limitǎ în punctul de acumulare a dacǎ existǎ b IRq( IR ), sau b IR  pentru q = 1 
astfel încât : 

[ VVb   UVa : f(x)V, xUA\{a}]. 

În acest caz spunem cǎ b este limita funcþiei f în a ºi scriem bf(x)lim
ax




, sau 

a)(xbf(x)  . În situaþia în care A  IRp, p > 1 mai spunem cǎ b este limita 

funcþiei f în raport cu ansamblul variabilelor ºi scriem ºi b)x...,,f(xlim p1

ax

ax

pp
....

11





 unde 

a=(a1,�,a
p). 

Observaþia 1. În cazul în care q > 1, þinând cont de definiþia vecinǎtǎþilor, 

funcþia 
qpA:f IRIR   are limita b  IRq în punctul a  A'  dacǎ ºi numai dacǎ : 

     åbf(x)ä(å)ax,a\Ax:0ä(å)0å  .                  (*) 

Pentru q = 1, condiþia (*) este necesarǎ ºi suficientǎ pentru ca f sǎ aibǎ limitǎ 

finitǎ în punctul a. 

Observaþia 2. Condiþia (*) este echivalentǎ cu urmǎtoarea : 

 ,a\A)x...,,(xxoricepentrucaastfel0ä(å)0å[ p1   

cu ]åbf(x)ä(å)ax...,ä(å),ax pp11  . 

Observaþia 3. Am vǎzut cǎ un ºir din IRp este convergent dacǎ ºi numai 

dacǎ ºirurile coordonatelor sunt convergente. Aici vom arǎta cǎ funcþia vectorialǎ f 

are limitǎ cu a  A'  dacǎ ºi numai dacǎ componentele sale scalare au limitǎ finitã în 

a. De asemenea vom indica legǎtura care existǎ între limita funcþiei f în a  A'  ºi 

limitele ºirurilor (f(xn))  IRq pentru  a\A)(xn   , cu axlim n
n




. 
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Teorema  7.  Funcþia 1q,A:)f,...,(ff qp
q1  IRIR  are limitǎ în 

aA' dacǎ ºi numai dacǎ funcþiile fk : A  IR, 
____

q1,k   au limite finite în a ; în acest 

caz : 







(x)flim,...,(x)flimf(x)lim qax1axax

. 

Demonstraþie. 1. Presupunem cǎ )b,...,(bbf(x)lim q1

ax



. Vom arǎta cǎ 

____
k

k
ax

q1,k,b(x)flim 


. Fie  > 0. Atunci existǎ () > 0 a.î. : 

  ä(å)ax,a\Ax,åbf(x)  .                                                    (1) 

Dar bf(x)b(x)f k
k   iar din (1) rezultǎ cǎ : 

  ä(å)axcua\Ax,åb(x)f k
k  . 

Prin urmare k
k

ax
b(x)flim 


 (deci finitǎ), 

____

q1,k  . 

2. Reciproc, presupunem cǎ existǎ b
k
 IR astfel ca: 

____
k

k
ax

q1,k,b(x)flim 


.                                                                                 (2) 

Vom arǎta cǎ ).b,...,(bbf(x)lim q1

ax



 Fie >0. Din (2) rezultǎ cǎ existǎ 

k()>0,
____

q1,k   astfel ca :  

  )(äaxcu,a\Ax,
q
å

b(x)f k
k

k  .                    (3)  

Fie () = min (1(), ..., q()). Deoarece: 





q

1k

k
k b(x)fbf(x)                                               (4)           

din (4) ºi (3) rezultǎ cǎ   ä(å)ax,a\Ax,åbf(x)  . 

În consecinþǎ bf(x)lim
ax




. 

Exemplul 17. Fie 3**A:f IRIRIR  definitǎ prin : 

  










  22 yx

1
22

xy

yx1ln,
y
xysin

,
xy

1e
y),f(x . 

Deoarece (0,0)A' , conform teoremei 7 rezultǎ cǎ 1),0,(1y),f(xlim
0y
0x






. 

Exemplul 18. Fie **A,A:f 22 IRIRIRIR   definitǎ prin : 















 22

33

22 yx
yx

,
yx

1
y),f(x . Desigur (0,0)A' , iar componentele scalare ale funcþiei 

f sunt definite prin 221 yx
1

y),(xf


  ºi 22

33

2 yx
yx

y),(xf



 . Ele admit limitǎ în origine; 

într-adevǎr 




y),(xflim 1

0y
0x

 ºi dacǎ  sinñy,cosñx  este exprimarea 

coordonatelor carteziene x ºi y în coordonate polare, atunci 0ñ0),(0y),(x  ; 
deci : 
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0)0(ññ2
ñ

sincosñ
y),(xf0

2

333

2 


  ºi 0y),(xflim 2

0y
0x






. Totuºi f 

nu are limitǎ în (0, 0) deoarece 


y),(xflim 1
,0)(0y),(x

 (Teorema 7). 

Teorema 8 (Heine). Funcþia  )(A:f q IRIR , unde pA IR sau IRA , are 
limitǎ în a  A' dacǎ ºi numai dacǎ pentru orice ºir  a\A)(x n   cu axlim n

n



 ºirul 

(f(xn)) este convergent în IRq pentru q > 1, respectiv în IR  pentru q=1. 
Demonstraþie. 1. Presupunem cǎ 

q

ax
bf(x)lim IR


 (sau b =  , ori b = -  , 

pentru q = 1). Fie V  Vb . Atunci   UVa astfel încât : 
 a\AUx,Vf(x)  .                                                          (1) 

Fie  a\A)(x n   un ºir convergent la a. Atunci : 

 m  IN a.î. xn  U  A \ {a}, nm .                                                           (2) 
Din (1) ºi (2) rezultǎ cǎ f(xn)  V , pentru orice n  m ; deci b)f(xlim n

n



. 

2. Reciproc, presupunem cǎ pentru orice ºir  a\A)(x n   convergent la a 

ºirul (f(xn)) este convergent în IRq (în IR  pentru q = 1). 
a) Arǎtǎm cǎ dacǎ  a\A)(y,)(x nn  , cu aylimxlim n

n
n

n



 atunci ºirurile 

(f(xn)) ºi (f(yn)) au aceeaºi limitǎ. Definim ºirul  a\A)(z n   prin : 










12mndacã,y

m2ndacã,x
z

m

m
n  

Desigur azlim n
n




 ºi, conform ipotezei, ºirul (f(zn)) este convergent. Cum : 

))(f(z))(f(x nn   ºi ))(f(z))(f(y nn  , 

din propoziþia 2 rezultǎ cǎ : 
)f(zlim))f(ylim))f(xlim n

n
n

n
n

n 
 . 

b) Fie acum b  IRq când q > 1, respectiv b  IR pentru q = 1, limita comunã 

a ºirurilor (f(xn)), unde  a\A)(x n   ºi axlim n
n




. Vom dovedi, prin reducere la 

absurd, cǎ bf(x)lim
ax




. Presupunem cǎ bf(x)lim
ax




. Atunci 

 V Vb a.î.  UVa    x  UA\{a} ºi f(x)V                     (3) 
Fie n IN* 

ºi p>1; atunci Un =S(a,1/n)Va ºi din (3)  rezultã cã : 

  xnS(a,
n
1

)A\{a} ,  iar   f(xn)V.                                  (4) 

Am construit ºirul (xn)A\{a} convergent la a (cãci 
n
1

axn  ) pentru care f(xn) nu 

tinde la b, (cãci f(xn)V), în contradicþie cu ipoteza. Prin urmare bf(x)lim
ax




. 

Dacã p=1 ºi a= (a=-) obþinem acelaºi rezultat considerînd Un=(n,] 
(respectiv Un=[-,-n)), nIN*. 

 Observaþie.  Teorema lui Heine se foloseºte de cele mai multe ori în 

practicã pentru a arãta cã o  funcþie nu are limitã într-un punct de acumulare al 
domeniului sau de definiþie. Într-adevãr, dacã putem gãsi douã ºiruri (xn), (yn)A\{a}, 



17   

xn,yna (n) ºi )f(ylim)f(xlim nnnn 
  (ori )f(xlim nn 

 nu existã), atunci funcþia f nu are 

limitã în a. 
Exemplul 18. Funcþia f : AIR, A= IR2-{(0,0)}, definitã prin 

f(x,y)=sin(
22 yx

1


) nu are limitã în (0,0) A' ; într-adevar dacã an=bn=
1(4n

1
 ºi 

cn=dn=
2n

1
, atunci ((an,bn)),((cn,dn))A\{(0,0)}, (an,bn)(0,0) ºi (cn,dn)(0,0)  

(n), iar  f(an,bn)=sin(4n+1)
2


=11, iar f(cn,dn)=sinn=00 (n); conform 

teoremei lui Heine, f nu are limitã în (0,0). 
   Exemplul 19. Fie f : IR  IR, definitã prin: 

f(x)= 








Q

QIR

xdacã   x,

\xdacã   x,
 

Arãtãm cã f are limitã doar în origine. Fie aIR*, atunci existã (xn)Q\{a} ºi 
(yn)(IR\Q)\{a}, astfel încât aylimxlim nnnn




. Dar -a)x(lim)f(xlim nnnn



, 

a)f(ylim nn



 ºi a  -a. În acord cu teorema lui Heine f nu are  limitã în a. Dacã a=0, 

atunci pentru orice >0 existã ()= >0 astfel ca  |f(x)|=|x|<, pentru orice x IR* cu 
x< (), adicã 0f(x)lim

0x



. 

Teorema 9 (Cauchy-Bolzano). Funcþia f : A  IRp  IRq  are limitã (finitã 

pentru q=1) în aA' dacã ºi numai dacã : 

  [ >0,  UVa:  )y(f)x(f , x,yUA\{a}] .                   () 

 Demonstraþie. 1. Presupunem cã 
ax

lim


=b IRq. Fie >0; atunci: 
  [UVa a.î. ||f(x)-b||</2 ,  xUA\{a}]                    (1) 

Fie x,yUA\{a}. Atunci, conform (1): 
 b)y(fb)x(f)y(fbb)x(f)y(f)x(f   

ºi proprietatea (*) este demonstratã.       
2. Invers, presupunem cã proprietatea (*) este adevãratã. Vom demonstra 

existenþa limitei în a cu ajutorul teoremei lui Heine. Fie xnA\{a}, cu axlim nn



 ºi >0. 

Din ipoteza rezultã cã existã UVa astfel ca: 

  )y(f)x(f , x,yUA\{a} .                                   (2) 

Dar axlim nn



; deci existã n()IN astfel încât: 

xnUA\{a}, nn() .                                    (3) 
Fie m,nn() ; din (3) rezultã cã xm,xnUA\{a}, deci din (2) urmeazã cã : 

  )x(f)x(f mn  ,n,mn() .                         (4) 

Cum >0 este ales arbitrar, proprietatea (4) indicã faptul cã ºirul (f(xn)) este 
fundamental în IRq; conform criteriului general de convergenþã al lui Cauchy ºirul 

(f(xn)) este convergent în IRq. 
Am demonstrat cã pentru orice ºir (xn)A\{a}, xna (n), ºirul (f(xn)) este 

convergent; din teorema lui Heine rezultã cã existã limita funcþiei f în punctul a. 
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Limite relative la submulþimi 
 Definiþia 22. Fie f : A  IRp  IRq ºi BA. Funcþia f are limitã relativ la 

submulþimea B în aB' , dacã restricþia funcþiei f  la submulþimea B: 
  fB:B IRq, fB(x)=f(x) , xB 

are limitã în a. Vom scrie ºi f(x).lim(x)flim
Bx
axBax





 

Dacã f : A  IR IRq  
ºi B=(-,a)A atunci vom folosi notaþiile: 

0)f(af(x)lim(x)flim
ax
axBax






  

ºi vom numi aceastã limitã relativã (dacã existã) limita lateralã stângã a funcþiei f în a.   

Analog, dacã B=(a,)A, notãm:  
0)f(af(x)lim(x)flim

ax
axBax






 

ºi vom numi acest punct din IRq,(dacã existã) limita lateralã dreaptã a funcþiei f în a. 
Observaþie. Din teorema lui Heine rezultã cã dacã funcþia f are limita b în 

a 'A , atunci ea are ºi limita relativã la orice submulþime B A , pentru care aB' ; în 

acest caz b(x)flim Bax



. 

Propoziþia 7. Funcþia  f : A  IR IRq are limita în punctul interior aA (i.e. 
>0 : (a-, a+)A) dacã ºi numai dacã existã f(a-0) ºi f(a+0) ºi ele sunt egale; în 

acest caz f(a-0)=f(a+0)= f(x)lim
ax

. 

Demonstraþie. 1. Dacã existã bf(x)lim
ax




, din observaþia precedentã rezultã 

cã existã f(a-0) ºi f(a+0) ºi sunt egale cu b. 
2. Reciproc, dacã b=f(a-0)=f(a+0), conform definiþiilor 21 ºi 22, pentru orice 

VVa existã U+ ºi U-  Va astfel ca  
f(x)V , xU-(-,a)A      ºi 
f(x)V , xU+(a,)A .  
Observãm ca U=U+U-  Va . Atunci, pentru orice xUA\{a} , f(x)V ºi 

conform definiþiei 21, exista f(x)lim
ax 

= f(a-0) = f(a+0) = b. 

Definiþia 23. Un vector nenul s IRp se mai numeºte direcþie, iar mulþimea 

{a+tst IR} se numeºte dreapta prin a de direcþie s. Fie f : A  IRp
 IRq( RI ) ºi a un 

punct de acumulare al mulþimii D=A{a+tstIR}.Limita funcþiei f în a, relativã la D se 
numeºte limita funcþiei f în a dupa direcþia s (sau dupã dreapta prin a de direcþie s). În 

acest caz, dacã  a=(a1 ,�,ap) , s=(s1 ,�,sp), atunci a+ts=(a1+ts1 ,�,ap+tsp) ºi limita în 

a dupã direcþia s este : (x)flim D
ax

= )tsa,...,tsf(alim pp11
0t




. 

Dacã particularizãm : s = ei, unde ei este vector al bazei canonice din IRp: 
{e1=(1,0,�,0), e2=(0,1,�,0), � , ep=(0,�,0,1)}, atunci a+tei=(a1,�,ai-1,ai+t,ai+1,�,ap) 
ºi limita în a a funcþiei f dupã direcþia ei este :  

li = )a..., ,a,ta,a,...,f(alim p1ii1-i1
0t




 ;  

ea poarta numele de limitã  parþialã ( în a) dupã variabila xi. Denumirea aceasta este 
în acord cu egalitatea :  

)(xlim ii
ax

i
ii




l , 
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unde :Ai IR este funcþia parþialã în raport cu variabila xi a funcþiei f (vezi definiþia 

17). 
Observaþie. Deoarece limitele parþiale sunt limite relative la submulþimi, 

rezultã cã dacã funcþia f are limita l (în raport cu ansamblul variabilelor) ºi existã o 

limita parþialã li, atunci l=li. Reciproca nu este adevãratã. 

Exemplul 20. Fie f : A= IR2\{(0,0)} IR, f(x,y)= 22 yx
xy


 ºi mIR. Atunci 

dreapta ce trece prin (0,0) de direcþie (1,m) este {(x,mx)|x IR}, sau altfel spus 
dreapta de ecuaþie y=mx, iar limita funcþiei f în (0,0) dupã aceastã dreaptã este: 

20x
xy

0x m1
m

mx)f(x,limy)f(x,lim








m

. 

Conform observaþiei de la definiþia 22 rezultã cã f nu are limitã în origine (în raport cu 

ansamblul variabilelor). În schimb cele douã funcþii parþiale 1 ºi 2 sunt nule, deci 
existã limitele parþiale în (0,0) ºi l1=l2=0. 
 

Limite iterate 
Definiþia 24. Fie A = BC  IRp, B IRr, C  IRs (p=r+s) , bB' , cC'  ºi        

f : A IRq; dacã r=1 (s=1) presupunem cã b (respectiv c) este punct de acumulare în 

RI  pentru B (respectiv C). Pentru orice (x,y)A definim funcþiile:   
fx: C IR, fx(y)=f(x,y),  yC  ºi  fy: B IR, fy(x)=f(x,y),xB. 

Dacã pentru orice xB funcþia fx are limitã (finitã pentru q=1) în c, iar funcþia : 
g : B IRq, g(x)= (y)flim x

cy
 

are limitã în b, vectorul (elementul din RI , pentru q=1): 
2,1

cybx
x

cybxbx
y)f(x,limlim(y)flimlimg(x)lim l


 

se numeºte limitã iteratã în punctul (b,c). Analog se defineºte limita iteratã  
y)f(x,limlim

bxcy
1,2


l . 

Exemplul 21. Existenþa limitei (în raport cu ansamblul variabilelor) într-un 
punct nu implicã existenþa limitelor iterate. Într-adevãr funcþia : f : A= IR*  IR*  IR,  

y
1

sin
x
1

y)sin(xy)f(x,   are limitã în (0,0)A'  ºi nu are limite iterate, cãci: 

yxy)f(x,  , (x,y)A, deci 0y)f(x,lim
0y
0x






, iar pentru x0 

y
1

sinlim
x
1

sinx y)f(x,lim
0y0y 

  nu existã; prin urmare l1,2 ºi analog l2,1 nu existã. O 

legãturã între limita unei funcþii ºi o limitã iteratã, (dacã existã) este datã de : 
 Proproziþia 8. Dacã f:BCIRq are limitã în (b,c) ºi existã 

y)f(x,limg(y)
bx

 pentru orice yC , atunci funcþia g:C IRq are limitã în c ºi : 

y)f(x,limy)f(x,limlimg(y)lim
c)(b,y)(x,bxcycy 

 . 

Demonstraþie. Fie l = y)f(x,lim
c)(b,y)(x, 

 IRq (finitã pentru q=1). Fie >0, atunci: 

 UVb :VVc : 
2
å

y)f(x,  l , (x,y)UVA\{(b,c)} , 
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deci å
2
å

g(y)y)f(x,limy)f(x,lim
bxbx




lll , de unde rezultã cã l


g(y)lim
cy

. 

Dacã q=1 ºi l = (l =-) atunci pentru orice u>0(u<0) UVb ºi VVc : 
f(x,y)>u (respectiv f(x,y)<u) pentru orice (x,y)UVA\{(b,c)} deci uy)f(x,lim

bx



 

(respectiv uy)f(x,lim
bx




) pentru orice u>0 (u<0), adicã 


g(y)lim
cy

(respectiv 




g(y)lim
cy

). 

Consecinþa 1. Dacã într-un punct (b,c) existã l12 ºi l21 ºi l12l21, atunci nu 
existã limitã în raport cu ansamblul variabilelor. 

Consecinþa 2. Dacã f are limita l în (b,c)BC ºi existã g(x)y)f(x,lim
cy




 

atunci existã limita iteratã l12 ºi l=l12. 
Observaþie. Reciproca afirmaþiei din propoziþia 8 nu este, în general, 

adevaratã, dupã cum dovedeºte urmãtorul exemplu: 

 Exemplul 22.  Funcþia f : IR2 \ {(0,0)}  IR, f(x,y)= 22 yx
xy


 nu are limitã în 

(0,0) (vezi exemplul 19), dar are limite iterate egale: l1,2= 1,2
0y0x

0y)f(x,limlim l


. 

D. FUNCÞII CONTINUE 

Fie f : A  IRp  IRq ºi aA. Se pune problema aproximãrii lui f(a) cu ajutorul 

valorilor f(x), altfel spus: cât de �bunã� trebuie sã fie funcþia f pentru ca vectorul f(a) 
IRq sã poatã fi înlocuit cu vectorul f(x) IRq, unde xA\{a}; mai precis : fie >0 
eroarea admisã într-o problemã concretã prin înlocuirea lui f(a) cu f(x), (xA); deci 
vom cere ca ||f(a)-f(x)||< ºi vom scrie f(x)f(a); se poate determina o vecinatate U a 
punctului a astfel ca pentru orice xUA sã aibã loc inegalitatea ||f(a)-f(x)||< ? 

Un rãspuns la aceastã întrebare este dat de noþiunea de continuitate a 

funcþiei f în a, noþiune care generalizeazã noþiunea similarã studiatã în liceu. 
Definiþia  18. Funcþia f : A  IRp  IRq este continuã în a A (sau a este 

punct de continuitate al funcþiei f) dacã: 
     [ VVf(a)   UVa a.î. f(x)V, xUA] . 

Dacã f este continuã în orice punct aA spunem cã f este continuã (pe A), sau cã f 
este de clasã C0 pe A  ºi scriem : fC0(A). 

Observaþia 1. Vecinãtatea UVa depinde de vecinãtatea VVf(a) aleasã. 
Observaþia 2. Din definiþia vecinãtãþilor rezultã cã f este continuã în 

a=(a1,�,a
p)A dacã ºi numai dacã : 

  [>0 ,  ()>0 a.î. ||f(x)-f(a)||<, xA cu ||x-a||<()] sau echivalent: 
  [ >0, ()>0 a.î.  x=(x1,�,x

p)A cu |xk-ak|<(),  p ,1k   f(a)-f(x) <]. 

Definiþia 19. Punctul aA IRp se numeºte punct izolat al mulþimi A dacã: 
[ r>0 a.î. S(a,r)A={a}], sau echivalent: [ VVa a.î. VA={a}]. 

Notãm cu IzA mulþimea punctelor izolate ale mulþimi A.  
Exemplul 23. Fie A=S((0,0),1){(1,1)} IR2. Atunci (1,1) este un punct izolat 

al mulþimi A, cãci :S((1,1), 2 -1)A={(1,1)}; cum orice (a,b)S((0,0),1) este punct de 
acumulare pentru A rezultã cã IzA={(1,1)}. 

Propoziþia 9. Dacã aA IRp atunci aIzA , sau aA' . 
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Demonstraþie. Sã presupunem cã aA ºi aIzA. Atunci pentru orice n IN* 

existã anS(a,
n
1

)A{a}. Deci (an)A\{a} ºi aalim nn



; din propoziþia 5 rezultã cã 

aA' . 
Consecinþã.    A=IzA(AA' ). 
Propoziþia 10. O funcþie este continuã în orice punct izolat al domeniului ei 

de definiþie. 

Demonstraþie. Fie f : A  IRp  IRq ºi aIzA. Atunci existã UVa astfel ca 
UA={a}; dacã VVf(a)  atunci f(x)=f(a)V, pentru orice xUA, adicã f este continuã 

în a. 

Propoziþia 11. Fie f : A  IRp  IRq ºi aA A' . Atunci f este continuã dacã 
ºi numai dacã f(a)f(x)lim

ax



. 

Demonstraþie.1. Presupunem cã f este continuã în aA A' . Atunci: 
        [   VVf(a)  UVa: f(x)V ,xUA\{a}],  

deci conform definiþiei limitei în a avem : f(a)f(x)lim
ax




. 

2. Presupunem cã f(a)f(x)lim
ax




. Fie VVf(a). Din definiþia limitei rezultã cã 

existã UVa astfel ca : f(x)V , xUA\{a}. În plus f(a)V, deci f(x)V, xUA; 
prin urmare a este un punct de continuitate al funcþiei f. 

Din propoziþiile 9, 10, 11 ºi teorema lui Heine rezultã o caracterizare a 

continuitãþii unei funcþii prin ºiruri. 

Teorema 10 (Heine). Funcþia f : A  IRp  IRq este continuã în aA dacã ºi 

numai dacã : 
        [ (xn)A , f(a))f(xlimaxlim nnnn




]. 

De asemenea, propozitiile 9, 10, 11 ºi teorema lui Cauchy-Bolzano (Teorema 10) ne 
oferã urmãtoarea caracterizare a continuitãþii. 

Teorema 11.(Cauchy-Bolzano). Funcþia f : A  IRp  IRq este continuã în a 

dacã ºi numai dacã: 
       [  >0,  UVa a.î. ||f(x)-f(y)||< ,  x,yUA]. 

Teorema 7 ºi propoziþiile 9, 10 ºi 11 ne permit sã dãm o caracterizare a continuitãþii 

unei funcþii vectoriale prin intermediul componentelor scalare. 

Teorema 12. Funcþia f : A  IRp  IRq este continuã în aA dacã ºi numai 

dacã cele q componente scalare ale ei sunt continue în a. 

Exemplul 24. Funcþia  f : A= IR*
 IR* {(0,0)} IR, 

f(x,y)= 


















(0,0)y)(x, dacã  0,

y)(x, dacã   ,
y
1

sin
x
1

y)sin(x ** IRIR

 

este continuã în (0,0). Într-adevãr, (0,0) este punct de acumulare al domeniului de 

definiþie ºi (vezi exemplul 20) )0,0(f0)y,x(flim
0y
0x






. De asemenea, dacã 
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(a,b)IR*
IR*, )b,a(f

b
1

sin
a
1

sin)ba()y,x(flim
by
ax






, deci f este continuã în (a,b). În 

consecinþã fC0(A).  
          Exemplul 25. Funcþia  f : A = IR*

 IR* {(0,0)}IR,  

f(x,y) =    
 







 


  

**yx,dacãxy
 1e

0,0  yx,dacã ,           1

   ,   
yx2

IRIR
, 

este evident continuã în orice (a,b) ) IR*
 IR*. În schimb nu este continuã în (0,0); 

într-adevãr, originea fiind un punct de acumulare al domeniului de definiþie ºi: 

   0,0y,x
lim


 f(x,y) = 
0y
0x

lim



 x
yx

1e
2

yx2


 = 0  1 = f(0,0) , 

deci din propoziþia 11 rezultã cã (0,0) nu este un punct de continuitate pentru f. În 

consecinþã  fC0(A). 
Definiþia 20. Funcþia f : A  IRp

 IRq este continuã relativ la mulþimea BA 
în punctul aB dacã restricþia fB este continuã în a. 

Observaþie. Dacã f este continuã în a atunci f este continuã relativ la orice 
submulþime B a domeniului de definiþie pentru care aB. În schimb, dacã f este 

continuã relativ la anumite submulþimi ale domeniului nu rezultã, în general, cã f este 

continuã. 
Exemplul 26. Fie f : IR2  IR,  

f(x,y) = 






 



  

0y xdacã
yx
 xy

0y xdacã ,          0

22   ,   
22

22  

Funcþia f este discontinuã în (0,0) ( vezi exemplul 18 ), cãci nu existã limita funcþiei în 

(0,0), dar este continuã în origine relativ la mulþimile A1 = {(x,0)  xIR}  ºi A2 = {(0,y) 
 yIR}. 

Definiþia 21. Fie f : A  IRp  IRq ºi a=  p1 a ..., , a A. Spunem cã f este 

continuã (parþial) în raport cu variabila 
kx  în a  p1,k   dacã funcþia parþialã 

q
kk A: IR  este continuã în 

ka  p1,k   (vezi definiþia 17). Dacã f este continuã 

parþial în raport cu 
p21 x,...,x,x  în a spunem cã f este continuã parþial în a. 

Observaþia 1. Dacã f este continuã în a atunci f este continuã parþial în a. 

Exemplul 26 aratã cã reciproca acestei afirmaþii nu este adevãratã. 
Observaþia 2. Dacã f : A  IR  IRq ºi A - = (-, a  A ( A + = a, )  A),   

a  A ºi f este continuã în a relativ la A   (respectiv A +) spunem cã f este continuã la 

stânga (respectiv la dreapta) în a. Din propoziþia 7 rezultã cã f este continuã în a  A 
dacã ºi numai dacã f este continuã la stânga ºi la dreapta în a. 

Propoziþia 12. Dacã f : A  IRp  B IRq ºi g : B  IRr , iar f este continuã 

în a  A ºi g este continuã în f(a), atunci funcþia compusã 
rA:fg IR este 

continuã în a. 
Demonstraþie. Vom utiliza teorema lui Heine. Fie (xn)A astfel ca axlim nn




. 

Deoarece f este continuã în a rezultã cã   f(a)xflim nn



; dar g este continuã în f(a), 
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deci   nn
xfglim 


=   nn

xfglim


 = g   af  =  f)(a)(g  , adicã, în acord cu teorema lui 

Heine, fg  este continuã în a. 

Definiþia 22. Fie A IR. 

( i ) Mulþimea A este deschisã dacã A= sau A   ºi AVa, pentru orice 
aA. 

( ii ) Mulþimea A este închisã dacã CA (complementara mulþimii A) este 

deschisã. 
( iii ) Mulþimea A este compactã dacã ea este închisã ºi mãrginitã. 

Observaþie. Mulþimea nevidã AIRp este deschisã dacã ºi numai dacã 

pentru orice a  A existã r  0 astfel ca: 

S(a,r)A sau, echivalent, [ aA  r0 a.î. ax    r  x  A]. 

Propoziþia 13. O mulþime AIRp este compactã dacã ºi numai dacã orice ºir 

( nx )  A are un subºir convergent la un punct aA. 

Demonstraþie. 1. Presupunem cã A IRp este compactã. Fie ( nx )  A; 

atunci ºirul ( nx ) este mãrginit ºi, din teorema lui Cesaro, rezultã cã existã a IRp ºi 
 

nkx   ( nx ), cu 
nkx  a ( n  ). Sã presupunem, prin absurd, cã aA. Atunci 

aCA; cum A este închisã urmeazã cã CA este deschisã, deci: 

 r0 astfel ca ax   r  xCA.                                                                (1 ) 

Dar ax
nk   , deci existã m  IN astfel ca  

ax
nk    r, mk n  .                                                                                   (2) 

Din (1) ºi (2) rezultã cã 
nkx  CA, pentru orice mk n  , în contradicþie cu ipoteza  

( nx )  A; prin urmare aA. 

2. Reciproc, sã presupunem cã orice ºir ( nx )  A are un subºir convergent la 

un punct aA. 
a). Sã arãtãm cã A este o mulþime închisã. Presupunem, prin absurd, cã A 

nu este o mulþime închisã , deci CA nu este deschisã; atunci: 

[ aCA a.î. r0  : AS(a,r)   ].                                                             (3) 

Fie r=
n
1

, n IN*. Din (3) rezultã cã:  

 xn  A ºi a - xn 
n
1

  .                                                                                  (4) 

Am construit ºirul (xn)  A care, conform ipotezei, are un subºir (
nkx ) convergent la 

un punct bA. 

Dar, din (4), nn
xlim


= a  A, deci ºi 

nkn
xlim


= a; contradicþie! Prin urmare A este o 

mulþime închisã. 
b). Arãtãm acum cã A este mãrginitã. Presupunem, prin absurd, cã A nu este 

mãrginitã. Atunci: 

 (xn)  A  a.î. nn
 xlim


 =  .                                                                          (5) 
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Dar, din ipotezã, existã a  A ºi (
nkx )   ( xn ) astfel încât 

nkn
xlim


= a; prin urmare ºirul 

convergent (
nkx ) este mãrginit  (conform propoziþiei 3), iar (5) implicã: 

nkn
xlim


 = ; 

contradicþie! 
Definiþia 23. Fie A IRp. Punctul aIRp se numeºte punct aderent al mulþimii 

A dacã AV, pentru orice vecinãtate VVa. Notãm cu A  mulþimea punctelor 

aderente mulþimii A ºi spunem cã A  este aderenþa mulþimii A. 

Observaþia 1. aA  dacã ºi numai dacã:  0r   : S(a,r)   A   

Observaþia 2. A =IzA A' . 

Exemplul 27. Mulþimea A =  








 1
b
y

a
x

|yx, 2

2

2

2
2IR , unde a,bIR* este 

deschisã, iar A =  








 1
b
y

a
x

|yx, 2

2

2

2
2IR  este închisã ºi mãrginitã, deci este 

compactã. Desigur CA este închisã dar nu este compactã. 
Observaþie. Sã remarcãm cã fC0(A) dacã pentru orice aA ºi pentru orice 

>0 existã (,a)>0 astfel ca     åafxf  , pentru orice xA cu  aå,äax  . Dacã 

existã      0åäAa|aå,äinf   atunci  åä  este un numãr care depinde doar de . 
Aceastã întãrire a proprietãþii de continuitate (globalã, pe tot domeniul A) a funcþiei f 

este formalizatã în: 
Definiþia 24. Funcþia f : A  IRp  IRq este uniform continuã (pe A) dacã: 

 0å     0åä   a.î.       åyfxfåäyxA,yx,  . 

Observaþie. Orice funcþie uniform continuã este continuã. Reciproca acestei 

afirmaþii nu este, în general, adevãratã. Deci dacã notãm cu U(A) clasa funcþiilor 

uniform continue pe A, atunci U(A)C0(A), dar C0(A)U(A) în general. 
Exemplul 28. Funcþia f : IR  IR, f(x)=x2 este desigur continuã, dar nu este 

uniform continuã. Pentru a arãta acest fapt considerãm >0 ºi presupunem, prin 

absurd, cã  f este uniform continuã. Atunci: 

  0åää   a.î. åyxäyx  ,yx, 22  IR . 

Fie  ä0,ç  ºi 
2ç
å

ba,   astfel ca çba  . Atunci 

    å
2ç
å

2çbaçbababa 22  ;  

contradicþie!  Deci fU(IR). 
Definiþia 25. O funcþie f : A  IRp  IRq este lipschitzianã (pe A) dacã existã 

M0 astfel ca: 
     Ayx,,yxMyfxf  . 

Numãrul pozitiv M se mai numeºte constanta lui Lipschitz. 
Reamintim cã dacã f este lipschitzianã iar constanta lui Lipschitz M(0,1) 

atunci f se numeºte contracþie; dacã existã M>0 astfel ca   M xf  , pentru orice 

xA spunem cã f este mãrginitã. 
Propoziþia 14. Orice funcþie lipschitzianã este uniform continuã. 
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Demonstraþie. Fie f : A  IRp  IRq o funcþie lipschitzianã de constantã M. 

Fie >0 ºi 
M
å

ä  . Atunci pentru orice Ayx,  , cu ä y x   avem: 

    å y xM yfxf  , 

deci f este uniform continuã. 
Observaþie. Dacã notãm cu L(A) clasa funcþiilor lipschitziene pe A atunci: 

     ACAUAL 0 . 

Teorema 13. Funcþia f : A  IRp  IRq este uniform continuã dacã ºi numai 

dacã: 
    Ay,x nn  , cu     0yfxf0yx nnnn  .                               (*) 

Demonstraþie.1. Sã presupunem întâi cã f este uniform continuã pe A. Fie 

    Ay,x nn   douã ºiruri astfel încât   0yxlim nn
n




. Fie >0. Atunci: 

        åyfxfåäyx:Ayx,:0åä  .                              (1) 

Dar 0yx nn  , iar ()>0, deci existã n()IN* astfel încât: 

   ånn,åäyx nn   .                                             (2) 

Din (1) ºi (2) rezultã cã: 
     ånnå,yfxf nn  , 

adicã       q
nn

n
0yfxflim IR



.                  

2. Reciproc, sã presupunem cã f are proprietatea (*) ºi, prin reducere la 

aburd, sã admitem cã f nu este uniform continuã. Atunci: 
 0å   a.î. 0ä   äyx:Ayx,   ºi     å yfxf                   (3)      

Fie *n,
n
1

ä IN . Din (3) rezultã existenþa unor puncte Ay,x nn   pentru care:

 
n
1

yx nn   ºi     å yfxf nn  .                    (4) 

Din (4) rezultã cã xnyn0 ºi f(xn) f(yn) nu converge la 0 pentru n, ceea ce este 
în contradicþie cu (*). Deci ipoteza non-continuitãþii uniforme a funcþiei f a fost falsã; 

prin urmare f este uniform continuã. 

Exemplul 29. Funcþia    xtgxf  ,
2

,
2

:f 






 
 IR  nu este uniform continuã. 

Într-adevãr, fie 
n
1

2
xn 


  ºi *

n n   ,
2

,
2n

2
2

y IN






 



 . Desigur 0

n
1

yx nn  , 

dar     

n
2

sin

1
n
2

ctg
n
1

ctgyfxf nn  ºi, conform teoremei 13, f nu este uniform 

continuã. 
Vom da în continuare o condiþie suficientã pentru ca U(A)C0(A). 
Teorema 14. O funcþie continuã pe o mulþime compactã este uniform 

continuã. 
Demonstraþie. Fie f : A  IRp  IRq continuã, unde A este compactã în IRp. 

Presupunem, prin absurd, cã f nu este uniform continuã. Atunci: 
 0ä:0å   äyx:Ayx,   ºi     å yfxf   .                            (1) 
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Fie *
ÍIn    ,

n
1

ä  . Din (1) rezultã cã: 


n
1

yx:Ay,x nnnn   ºi     å yfxf nn   .                   (2) 

Cum     Ay,x nn  , iar A este compactã, deci mãrginitã, din teorema lui Cesaro 

urmeazã cã cele douã ºiruri au puncte limitã, adicã: 
 Ayx,   ºi        nknk yy,xx

nn
  a.î. xx

nk   ºi yy
nk   .                 (3)  

Din (2) ºi (3) rezultã cã: 

  n0
k
1

yx
n

kk nn
, deci x  y. 

Dar f este continuã pe A, iar din teorema lui Heine urmeazã cã: 
         0yfxfyfxflim

nn kk
n




,              

în contradicþie cu (1):     0å yfxf 
nn kk  . Deci fU(A). 

Observaþie. Am vãzut cã L(A)U(A)C0(A) ºi cã C
0(A)U(A) în general. În 

exemplul urmãtor arãtãm cã U(A)L(A), adicã existã funcþii uniform continue care nu 

sunt lipschitziene. 
Exemplul 30. Funcþia     xxf,0,1:f  IR  este continuã pe un compact 

deci, din teorema 14, rezultã cã fU[0,1]. Vom arãta cã fL[0,1]. Pentru aceasta este 
suficient sã arãtãm cã: 

 0M         y xM yfxf :0,1yx,  ,  

sau, echivalent: 

 0M     yx,0,1yx,   ºi 
M
1

yx  .                    (1) 

Fie M1. Atunci 1
M
1
  ºi pentru x=0 ºi 2M

1
y   are loc (1). Dacã 








 ,1

2
1

M , pentru 

x=1 ºi 1
M
1

y  , deci 11
M
1

y
2









 , are loc (1). În sfârºit, dacã 










2
1

0,M , atunci 

2
M
1
  ºi (1) are loc pentru orice x,y[0,1].         

Teorema 15.  O funcþie continuã pe un compact are imaginea compactã. 
Demonstraþie. Fie A  IRp o mulþime compactã ºi f : A 

 IRq o funcþie 

continuã. Vom arãta cã imaginea lui f:  
  qAff Im IR  

este compactã în IRq, folosind propoziþia 13. Fie (yn)  f(A). Atunci existã ºirul (xn)A 
astfel încât f(xn)=yn.  Dar A este compactã ºi, din propoziþia 13, urmeazã cã: 

    nk xx
n
   ºi Aa  a.î. axlim

nk
n




 .                   (1) 

Din teorema lui Heine ºi (1), cum f este continuã, rezultã cã: 
     Afafylimxflim

nn k
n

k
n




, 

deci ºirul    Afyn   are subºirul  
nky  convergent la    Afaf  ; prin urmare, din 

propoziþia 13, rezultã cã f(A) este o mulþime compactã. 
Teorema 16. O funcþie scalarã (q=1) continuã pe un compact este mãrginitã 

ºi îºi atinge marginile. 



27   

Demonstraþie. Fie f : A  IRp  IR, A compact ºi fC0(A). Din teorema 15 
rezultã cã f(A) este închisã ºi mãrginitã. Fie: 

m = inf f(A) ºi M = sup f(A)                                  (1) 
marginile funcþiei f. Sã presupunem prin absurd cã, de exemplu, marginea superioarã 

M nu este atinsã, deci: 
M  f(A) .                                               (2) 

Din (1) ºi (2) rezultã cã: 
M f(x) > 0,  xA .                                              (3) 

Atunci funcþia  
 xfM

1
x g  ,A:g


 IR  este continuã ºi pozitivã pe A;  cum A este 

un compact, rezultã cã g este mãrginitã, deci: 
  AxN,xg0:0N  .                                                         (4) 

Din definiþia  marginii superioare M ºi din (2) rezultã cã: 
 >0   xA a.î. M < f(x) < M .                                                                 (5) 

Fie .
N
1

å   Din (5) rezultã cã: 

xA a.î.  xf
N
1

M  , sau   Nxg  , 

în contradicþie cu (4). Prin urmare M  f(A). Analog se aratã cã marginea inferioarã 

este atinsã, adicã Ax0   astfel ca   mxf 0  . 

Observaþie. Sã notãm cu M(A) clasa funcþiilor mãrginite pe A  IRp. Dacã A 

este un compact atunci        AMACAUAL 0  . Desigur, în general 

   ACAM 0 . 
Exemplul 31. Funcþia f : IR  IR , 

 







 xsin

 xsin
xf

dacã,

dacã,
 

QIR

Q





x

x
 , nu este continuã dar este mãrginitã ºi îºi 

atinge marginile: 1
2

f 






   ºi 1
2

3
f 







 
.  

E. EXERCIÞII 

Exerciþiul 1. Sã se verifice cã egalitãþile urmãtoare definesc norme pe IRp. 
(a)      p1 x,...,xmaxx   

(b)     p1 x...xx   

unde   pp1 x,...,xx IR . 
 
Exerciþiul 2. Sã se verifice cã funcþia  

  IRIRmnM:  definitã prin 


 


n

1i

m

1j

2
ijaA , unde    IRmnij MaA  , este o normã pe spaþiul liniar real al 

matricilor cu n linii ºi m coloane.  
Indicaþie. Pentru proprietatea (N3) se foloseºte inegalitatea lui Minkowsky. 
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Exerciþiul 3. Sã se studieze convergenþa ºirurilor   2nnx


, unde: 

(a) 

































n,
n
1

n
1

n,

xn  

dacã,

dacã,

 

n

n

 

este

este

 

impar

par

     

(b) IN






























 a,
n

n! ln  n ln
 ,

k

k
x nn

1k

1a

n

1k

a

n  

 

(c) 
 













 








n

1n
n

n
n!

!1n
,

12n
n

tgx  

Rãspuns. (a) divergent; (b)  0,0xn  ; (c) 







 ,1

2
1

xn . 

Exerciþiul 4. Sã se arate cã ºirul (xn)  IRp este convergent dacã ºi numai 

dacã subºirurile (x2n), (x2n+1) ºi (x3n) sunt convergente. 
 
Exerciþiul 5. Fie (xn), (yn)  IRp convergente la x, respectiv la y ºi (an)  IR  

convergent la a  IR. Sã se arate cã: 
(a)    yxyxlim nn

n




 

(b) axxalim nn
n




 

(c)  x   xlim n
n




 

(d)    yx,dy,xdlim nn
n




 

 
Exerciþiul 6. Sã se studieze convergenþa seriilor cu termenul general 

*
n n,x IN , n  2. 

(a) 












 


1n

n

n 2
sin,n

n
n

x  

(b) 












 










n
1n2n

,
n
1

1lnx 2n  

(c) 
 













n
1

arcsin,
1nln

1
x n

nn  

(d) 0a,
n
a

arctg
n
a

,a
1n

n
x n

n

n

2

























  

(e) 0a,
n

nx cos
,

n
nx sin

x aan 







  

Rãspuns. (a) divergentã; (b) convergentã; (c) convergentã; (d) convergentã 

pentru ea   ºi divergentã pentru ea  ; (e) convergentã. 
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Exerciþiul 7. Sã se studieze natura seriei 


1n
nx  ºi în caz de convergenþã sã 

se calculeze suma sa s, unde: 

(a) 
    




















1nn
1

arctg,4
12n12n

8n
x 222n

  

(b) IN






























 a,
n

n! ln  n ln
 ,

k

k
x nn

1k

1a

n

1k

a

n
 

(c)  
  



























2n1nn
1

,
32

sin34x
1n

n
31n

n
 

(d)  
 

0x,
!! 12n

!! 2n
,ex nx

n 









   

(e) 
    

0a,
na...2a1a

n!
,

a
1an

x nn 











  

Rãspuns. (a)   1,s ; (b) divergentã; (c) 












4
5

ln4 1,
2

s ; 

(d) 









 1 ,

1e
1

s x
; (e) divergentã pentru 1a   ºi convergentã pentru 1a   ºi 















1a
1

,
1a

1aa
s

2

. 

 
Exerciþiul 8. Fie U, VVa, aIRp. Sã se arate cã: 

Ua ;   
VAVa, A IRp; 
UVVa . 
 
Exerciþiul 9. Sã se determine mulþimea punctelor de acumulare ale mulþimii 

A, unde: 
(a)      2,24yx1|yx,A 222  IR  

(b) 


















*mn,|
m
1

,
n
1

A IN  

(c) A  S    0r,r,0,0,0 3  IR  
(d) A = IN  IN 
Rãspuns.     (a)    A'={(x,y)1x2+y2

4};  

(b)   0,0n|,0
n
1

m|
m
1

0,A **' 

































 ININ ; (c)   2222' rzyx|zy,x,A  ; (d) 'A . 

 
Exerciþiul 10. Fie A,B  IRp. Sã se arate cã: 
  B'A''BA   
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  A''A'  . 

Exerciþiul 11. Sã se arate cã funcþia     
24

2
2

yx
yx

yx,f  ,0,0\:f


 IRIR  are 

limitã în (0,0) dupã orice dreaptã prin origine, dar nu are limitã (în raport cu 

ansamblul variabilelor) în (0,0). 
 
Exerciþiul 12. Sã se studieze existenþa limitei l  ºi a limitelor iterate în origine 

pentru funcþia f, unde: 

(a)      IRIRIR 



  0,0\:f  ,

yx
yx

yx,f
22

 

(b)   2**:f  ,
x
1

sin y,
y
1

sinx yx,f IRIRIR 







  

(c)  
 

IRIRIRIR 



 ***

222

222

:f  ,
zyx

yx
zy,x,f  

(d)  





0

1
yx,f  

dacã,

dacã,
 

0xy

0xy




, IRIR 

2:f  

(e)   IRIRIR  *:f,
y
1

sinx yx,f  

(f)      IRIR 



 0,0\:f  ,

yx
yx

yx,f 2
22

22

 

Rãspuns. (a) ,02112 ll  nu existã l ; (b) nu existã 12l  ºi 0 iar   ,21 ll ; (c) 
0321312231213132123  lllllll ; (d) ,12112  ll  nu existã l ; (e) nu existã 

0 iar   , 2112  lll ; (f) ,1,1 2112  ll  nu existã l . 
 
Exerciþiul 13. Sã se reprezinte grafic domeniul maxim de definiþie al funcþiei 

f, unde: 
(a)    22 yxlnyx,f   

(b)    22 yxarcsinyx,f   

(c)     y  x 1lnyx,f   

(d)   *
2

2

2

2

2

2

cb,a,   ,
c
z

b
y

a
x

1zy,x,f IR  

(e)   *
2

2

2

2

2

2

cb,a,  ,
c
z

b
y

a
x

arccoszy,x,f IR







  

(f)   *
2

2

2

2

2

2

cb,a,,
c
z

b
y

a
x

arcsinzy,x,f IR







  

(g)   zyxzy,x,f 22
  

(h)   222 zyxxy,x,f  . 
 

Exerciþiul 14. Sã se arate cã pentru orice aplicaþie liniarã f  L(IRp, IRq) are 
loc inegalitatea : 



31   

p   x,xAf(x) IR , 

unde A este matricea aplicaþiei f. 
Indicaþie. Se foloseºte inegalitatea lui Cauchy-Buniakowsky-Schwarz: 

 



























p

1k

2
k

p

1k

2
k

2p

1k
kk baba , unde ak, bk IR, p,1k  . 

Exerciþiul 15. Fie T clasa mulþimilor deschise din IRp. Sã se arate cã T are 

urmãtoarele proprietãþi: 
(a) Ø, IRp  T 
(b) G, D  T   GD  T 
(c) Gi  T , iI  

Ii
iG



 T , 

unde I este o mulþime nevidã. 
 
Exerciþiul 16. Sã se arate cã  AC0  este un spaþiu vectorial peste IR. 
 
Exerciþiul 17. Sã se arate cã dacã A  IRp este o mulþime deschisã atunci 

    Ax|xprApr kk   este o mulþime deschisã (în IR), p1,k  . 
 
Exerciþiul 18. Fie A  IRp o mulþime închisã ºi a  A. Sã se arate cã existã 

  Axn   astfel încât axlim n
n




. 

 
Exerciþiul 19. Fie A  IRp. Sã se arate cã urmãtoarele afirmaþii sunt 

echivalente: 
(a) A este o mulþime închisã 
(b) A A  
(c) A'A   
 
Exerciþiul 20. Sã se arate cã dacã A  IRp este mãrginitã, iar  AUf  , 

atunci f este mãrginitã. 
 
Exerciþiul 21. Sã se studieze continuitatea, uniform continuitatea ºi 

mãrginirea funcþiei 
 f : IR→ IR, f(x)=xarctg x. 
Indicaþie. Se aratã cã     yxyfxf  . 

 
Exerciþiul 22. Sã se arate cã orice funcþie RN II:f   este uniform continuã. 

Exerciþiul 23. Fie  












0x dacã   ,     0

0x dacã   ,
x
1

sin
xf   ,:f IRIR   .   

Sã se arate cã imaginea oricãrui interval  ba,  este o mulþime compactã, 

deºi f nu este continuã. 
 
Exerciþiul 24. Sã se arate cã    pqp U,L IRIRIR  . 
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Exerciþiul 25. Fie A  IRp  un compact ºi f : AB  IRq o funcþie continuã ºi 

bijectivã. Sã se arate cã inversa ei este de asemenea continuã. 
 
Exerciþiul 26. Sã se arate cã funcþia f : IR2  IR,  

  













0yx   dacã    ,          0

0yx   dacã   ,
yx

xy
yx,f

42

42
42

2

   

este continuã parþial dar nu este continuã. 
 
Exerciþiul 27. Sã se arate cã fC0(IR2), unde  

  













0yx dacã     ,          0

0yx dacã     ,
yx

yx
yx,f

22

22
22

22

  

 
Exerciþiul 28. Sã se demonstreze cã funcþia definitã prin  

  
 














0zyx dacã     ,                 0

0zyx dacã     ,
zyx

yxsin
zy,x,f

222

222
222

22

  

este uniform continuã pe  








 1
c
z

b
y

a
x

zy,x,A 2

2

2

2

2

2
3IR , a,b,c IR*. 

Exerciþiul 29. Fie f : A  IR→ IR o funcþie derivabilã cu derivata mãrginitã. 

Sã se arate cã  AUf  . 

Indicaþie. Se aratã cã  ALf   cu ajutorul teoremei lui Lagrange. 
 
Exerciþiul 30. Fie F clasa mulþimilor închise din IRp. Sã se arate cã: 

(i) Ø, IRp
 F  

(ii) FF  2121 FFF,F  

(iii) 
Ii

ii FIi,F


 FF  

unde I este o mulþime nevidã.  

Exerciþiul 31. Fie A,BIRp compacte. Sã se arate cã mulþimile: AB ºi AB 
sunt compacte. 
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DERIVABILITATE ªI DIFERENÞIABILITATE 

În acest capitol vom generaliza noþiunea de derivabilitate cunoscutã din liceu 

pentru funcþii de mai multe variabile. Noþiunea de diferenþiabilitate pe care o vom 

studia aici ne va permite sã aproximãm valoarea unei funcþii într-un punct cu 
valoarea unui polinom de gradul întâi în acel punct, îmbunãtãþind astfel rezultatele 

cunoscute de la funcþiile continue. 
Reamintim cã dacã f : A  IRp 

→ IR este continuã în Aa , atunci existã o 

vecinãtate UVa pentru care    afxf  , pentru AUx  (aproximare cu o 
constantã). Aici vom arãta cã, în anumite condiþii, existã un polinom de gradul întâi 

de p variabile T1 pentru care    xTxf 1 , pentru AUx  .    

A. DERIVATE PARÞIALE 

Definiþia 1. Fie A IRp. Un punct Aa  se numeºte punct interior al mulþimii 

A  dacã existã o sferã cu centrul în a inclusã în A, adicã, 
0r   astfel încât   Ara,S  .  

Mulþimea punctelor interioare ale mulþimii A se numeºte interiorul mulþimii A  
ºi se noteazã Å sau int A. 

Observaþia 1. Mulþimea A  IRp este deschisã dacã ºi numai dacã A=Å. Într-
adevãr, dacã A este deschisã, atunci pentru orice aA existã 0r  astfel ca 
  Ara,S  , deci a este punct interior ºi prin urmare A Å; în plus din definiþia1 

rezultã cã ÅA, deci A=Å. Invers, dacã Å=A, atunci pentru orice aA existã 0r   
astfel ca   Ara,S  ; deci A este o mulþime deschisã. 

Observaþia 2. Interiorul mulþimii A este cea mai mare mulþime deschisã 

inclusã în A; deci dacã G este o mulþime deschisã inclusã în A atunci G Å. 
Exemplul 1. Fie A={(x,y,z) IR3

 x,y,z ≥ 0, x
2+y2+z2 

≤ 1}.  
Atunci Å={(x,y,z)  IR3

 x,y,z > 0, x2+y2+z2 < 1}. 
Propoziþia 1. Dacã A  IRp atunci Å 'A . 
Demonstraþie. Fie a Å. Conform definiþiei 1 rezultã cã existã 0r   astfel ca 

  Ara,S  , deci     a\Ara,S Ø, adicã a este un punct de acumulare al mulþimii 

A. 
Consecinþã. Dacã aÅ atunci existã    a\Axn   astfel ca axlim nn




. 

Afirmaþia rezultã din propoziþia 1 ºi propoziþia 5 din cap.1. 
Definiþia 2. Fie f : A  IRp

IRq o funcþie ºi  p1 e,...,eB   respectiv 

 q1q e,...,eB   bazele canonice din spaþiile liniare IRp, respectiv IRq. Spunem cã 

funcþia f este derivabilã parþial în raport cu xi (unde  p1,2,...,i ) în punctul aÅ dacã 

existã: 






f(a)])te[f(a
t
1

lim i

It
0t
R

 IRq .                                                                     (*) 
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Aceastã limitã se numeºte derivata parþialã a funcþiei f în raport cu xi  în 

punctul a ºi se noteazã  a
x
f

i


 sau  af

ix . Dacã f este derivabilã parþial în raport cu 

fiecare variabilã în a spunem cã f este derivabilã parþial în a. Dacã A=Å ºi f este 

derivabilã parþial în raport cu xi în orice punct aA spunem cã f este derivabilã parþial 

în raport cu xi (pe A); în acest caz funcþia: 

)a(fa ,A:f
x
f

ii x
q

x
i





IR   

se numeºte derivata parþialã a funcþiei f în raport cu xi. Dacã f este continuã pe A, 

derivabilã parþial în raport cu p1,i,x i   ºi cu derivatele parþiale continue spunem cã   

f este de clasã C1 pe A ºi scriem (A)Cf 1 . 
Observaþia 1. Dacã aÅ, atunci existã 0r   astfel ca   Ara,S  ; în acest 

caz pentru Atea   r,t i  , deci are sens problema determinãrii derivatei parþiale 

din (*). 

Observaþia 2. În cazul       aftaf
t
1

lima
x
f

1,p
0t








 ,  sau ,  notând x=a+t, 

atunci  
   

ax
afxf

lima
x
f

ax 










; deci în cazul funcþiilor de o variabilã derivata 

parþialãcoincide cu derivata ºi vom pãstra notaþiile din liceu:    a
dx
df

af  .  

În cazul 2p  , dacã  ba, Å  IR2: 

        


ba,f)1,0tba,f(
t
1

limba,f
0t

x     
tax0t

ba,fbt,af
t
1

lim



   
ax

ba,fbx,f
lim     

axtax 





ºi, analog  

   
by

ba,fya,f
limba,f

by
y








. 

Observaþia 3. Dacã  q1 f,...,ff  , iar aÅ, atunci conform propoziþiei 1, 

  A'a,...,aa p1  , iar din teorema 7 (cap.1) rezultã cã f este derivabilã parþial dacã ºi 

numai dacã cele q componente scalare sunt derivabile parþial în a; în plus: 

     























a

x

f
,...,a

x
f

a
x
f

i

q

i

1

i

. 

Dacã notãm ii teax   atunci 0t   dacã ºi numai dacã ii ax   ºi: 

 
   

ii

p1jp1ii1i1j

ax
i

j

ax

a,...,afa,...,a,x,a,...,af
lima

x

f

ii 






 


. 

Prin urmare, derivata parþialã a funcþiei fj în a este derivata funcþiei parþiale în raport 

cu variabila xi, adicã derivata unei funcþii de o singurã variabilã. Prin urmare din 

derivabilitatea parþialã a funcþiei f în a rezultã continuitatea sa parþialã în a. 

Derivabilitatea parþialã, pentru 1p  , nu implicã continuitatea, dupã cum aratã 

urmãtorul exemplu.     

Exemplul 2. Funcþia f : IR2
IR,  











0

yx
xy

yx,f 22  

0yx,

0yx, 22





 este 

discontinuã în (0,0) (vezi exemplul 26, cap.1) dar este derivabilã parþial, cãci : 
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 
   

0
x

0,0fx,0f
lim0,0f

0xx 





                     ºi  

 
 
 

 
 

   .0,0yx,pentru   ,
yx

xyy

yx

y2xyxy
yx,f

222

22

222

222

x 








         

 

Deci  
 
 


















0

yx

xyy

yx,
x
f 222

22

dacã,

dacã,

0yx

0yx 22





 ºi analog  

 
 
 


















0

yx

yxx

yx,
y
f 222

22

0.yx,

0yx, 22





 

Prin urmare fC0 (IR2 ) deci 1Cf   (IR2 ). 
 
Exemplul 3. Fie     0,20,A:f IR2,     ñsin,ñcosñ,f . Desigur 

 ACf 0 . Deoarece     sin,cosñ,fñ  ºi    
 ñcos,ñsinñ,f  rezultã cã 

 ACf,f 0
ñ 

 . Prin urmare  ACf 1 . 

 
Definiþia 3. Fie f:A IRp

IRq ºi aÅ. Dacã f este derivabilã parþial în raport 

cu xi pe o sferã S   Ara,  , i.e.     ra,Sx,xf
ix   iar 

ixf  este derivabilã parþial în 

raport cu xj în a spunem cã f este derivabilã parþial de douã ori în raport cu xi ºi xj; 
deci existã: 

     














aftea

x
f

t
1

lim j
i

0t
 IRq.  

Notãm aceastã limitã(dacã existã) cu  af
jixx  sau  a

xx
f

ji

2




 ºi o numim 

derivata parþialã de ordinul doi (derivata a II -a) a funcþiei f în raport cu xi ºi xj. Dacã 

ij ºi existã  a
xx
f

ji

2




 ºi  a

xx
f

ij

2




 le numim derivate mixte în raport cu xi ºi xj în a.  

Dacã i=j  numim derivata a II- a în raport cu xi ºi xj  derivata parþialã de ordinul doi(ori 

derivata a II -a) în raport cu xi  în a ºi o notãm  a
x

f
2

i

2




, ori  af 2

ix
 . Analog se definesc 

derivatele de ordin superior lui doi. Dacã A=Å, f este continuã ºi admite derivate 

parþiale de orice ordin nh  , continue pe A spunem cã f  este de clasã Cn  pe A ºi 
scriem  ACf n . Dacã  ACf n  pentru orice nIN spunem cã f este de clasã C

 pe 

A ºi scriem  ACf  . 

Derivata de ordinul n în raport cu xi(dacã existã) se noteazã: 
n

i

n

x

f




, sau  n

x n
i

f , 

iar derivata parþialã de ordinul m în raport cu xj (dacã existã) a funcþiei 
 n

x n
i

f  o notãm: 
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m

j
n

i

mn

xx

f






 sau  mn

xx m
j

n
i

f    . 

Observaþie. Pentru funcþiile de o singurã variabilã derivabile de n ori se 

cunoaºte din liceu formula de derivare a produsului(formula lui Leibniz): 

       kkn
n

0k

k
n

n vuCvu 



 ,  

unde prin derivata de ordinul zero a funcþiei u (sau v) se înþelege chiar funcþia u 

(respectiv v). Cum derivatele parþiale sunt, de fapt, derivatele funcþiilor parþiale, deci 
derivate ale unor funcþii de o singurã variabilã, rezultã cã formula lui Leibniz este 

valabilã ºi pentru produse de funcþii scalare de mai multe variabile. 

Exemplul 4. Sã calculãm 
67

13

yx
f



 pentru funcþia     yxeyxyx,f  . 

Calculãm întâi 
 7
x7f :  

       
   7yxeeCeyxCeyxCyx,

x

f yxyx6
7

yx7
7

k

x
yxk7

x

7

0k

k
77

7

kk7 


 



  

Atunci:       
  























 




k

y

k6

y
yx

6

0k

k
67

7

6

6

67

13

kk6 7yxeCyx,
x

f

y
yx,

yx

f
 

     1yxe1eC7yxeC yxyx1
6

yx0
6 

 . 
Exemplul 5. Sã calculãm derivatele mixte de ordinul doi pentru funcþia 

f : IR2
IR  











0

yx
yx

yx,f, 22

3

 

0yx,

0yx, 22





. Pentru    0,0yx,   avem: 

 
 
   222

324

222

4222

x
yx

y3xyx

yx

y2xyxy3x
yx,f









      ºi 

 

     
     

 







422

32422222224

yxxy
yx

y3xyxyx4yyxy9xx
yx,fyx,f

/  

 322

42246

yx

y3xy6xx




 ,   iar:   

 
   222

235

222

23223
'
y

yx

yxx

yx

y2xyxx
yx,f









     ºi 

 
     

 
 yx,f

yx

yxxyx4xyxy3x5x
yx,f xy422

23522222224

yx 



 . 

Pentru    0,0yx,  : 

 
   

0
x

0,0fx,0f
lim0,0f

0xx 





 ºi   
   

0
y

0,0fy0,f
lim0,0f xx

0y
xy 






, iar 

 
   

0
y

0,0fy,0f
lim0,0f

0y
y 





    ºi 

  
   

1
x
x

lim
x

0,0f0,xf
lim0,0f

0x

y

0x
yx 






 



 

 

 

37

Deci: 
xy
f

yx
f 22









 

Sã remarcãm cã dacã trecem la coordonate polare:  siny,cosx ,  

atunci:     00,0y,x   ºi:   0y,xf0 2
 , deci    0,0f0y,xflim

0y,x



;  prin 

urmare 0Cf  ( IR2), iar:  
   04 y,xf 0 x  , deci 0

x Cf  ( IR2) ºi  

   02 y,xf 0 y  , deci 0
y Cf  ( IR2),  

adicã 
1Cf  ( IR2). 

Cu toate cã existã derivatele mixte :f,f yxxy   IR2 


 IR ele nu sunt continue,  

deci 2Cf  (IR2). Într-adevãr dacã mxy   este ecuaþia unei drepte prin origine,  

atunci: 

   
 

 y,xflim
m1

m3m61
mx,xflimy,xflim yx

mxy
0x32

42

xy0xxy

mxy
0x













,  

deci nu existã limita în origine (în raport cu ansamblul variabilelor), adicã (0,0) este  

un punct de discontinuitate al derivatelor mixte. 
În continuare vom arãta cã funcþiile de clasã C2 au derivatele mixte egale. 

Pentru simplificarea notaþiilor vom arãta aceastã proprietate pentru 2p   ºi 1q   în 

ipoteze mai generale. 
Teorema 1 (Schwarz). Fie f : A  IR2

 IR ºi  b,a Å. Dacã existã o 

vecinãtate  deschisã VV(a,b) ºi existã derivatele parþiale      y,xf,y,xf,y,xf xyyx   

pentru orice    Vy,x  , iar xyf   este continuã în  b,a  atunci existã  b,af ''
yx  ºi 

   b,afb,af yxxy  . 

Demonstraþie. Fie h, k  IR* astfel ca   Vkb,ha   ºi 
         b,afkb,afb,hafkb,hafk,hF                                (1) 

Dacã notãm      y,xfky,xfy,xg  , atunci:  
     b,agb,hagk,hF   

Aplicând teorema lui Lagrange funcþiei parþiale  b,xg  pe intervalul  ha,a    rezultã 

cã existã  1,0  astfel încât:  

   b,haghk,hF x  . 
Þinând seama de definiþia funcþiei g rezultã cã: 

      b,hafkb,hafhk,hF xx   . 

Deoarece pe V existã derivata mixtã xyf   rezultã cã funcþia parþialã  y,hafx   

verificã ipotezele teoremei lui Lagrange pentru  kb,by  , deci existã   1,0'   
astfel încât:  

   kb,hafhkk,hF xy                                                                      (2) 

Dar xyf   este continuã în  b,a , deci funcþia:  

     b,afkb,hafk,h xyxy                                                          (3) 
are limita în origine: 
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  0k,hlim
0k,h




.                                                                                              (4) 

Fie    k,hlimh
0k



.                                                                                              (5) 

Desigur, din (4) ºi (5) rezultã cã: 
  0hlim

0h



.                                                                                                   (6) 

Înmulþind egalitatea (1) cu 
k
1

 ºi înlocuind  k,hF  din (2) ºi   kb,hafxy   din (3) 

obþinem:  

             b,afkb,af
k
1

b,hafkb,haf
k
1

k,hhb,afh xy  .     (7) 

Deoarece pe V existã derivata parþialã yf  , trecând la limitã pentru 0k   în  (7) ºi 

þinând seama de (5) avem: 
       b,afb,hafhhb,afh yyxy  , sau: 

        hb,afh,afb,haf
h
1

xyyy  .                                                        (8)  

Trecând la limitã în (8) pentru 0h  , din (6) rezultã cã existã  b,afyx  ºi 

   b,afb,af xyyx  . 

Consecinþã. Fie A  IRp o mulþime deschisã. Dacã  ACf 2 , atunci 

derivatele  mixte de ordinul doi sunt egale pe A (numãrul lor fiind 
2
pC  pentru p2). 

B. DERIVATE DUPÃ VECTORI 

Am vãzut cã derivata parþialã a unei funcþii în raport cu variabila xi presupune 
existenþa limitei (*) (definiþia2). În acest context vectorul 

itea   tinde la a  IRp  când 0t  . De exemplu în IR2 
pentru derivata în  b,a  în raport cu variabila x,  b,ta   
tinde (când 0t  ) la  b,a  de-a lungul unei drepte 
paralele cu Ox. Fie  0,0)v,u(  . Atunci punctul de 
coordonate  tvb,tua   tinde la punctul de coordonate 
 b,a  (când 0t  ) de-a lungul unei drepte paralele cu 

vectorul jviu  . Vom generaliza noþiunea de derivatã 

parþialã înlocuind vectorul ie  din (*) cu un vector oarecare, 
introducând conceptul de derivatã dupã un vector (ori o 

direcþie), concept care joacã un rol important în studiul 

fenomenelor electromagnetice. 

Definiþia 4. Fie f : A  IRp
 IRq o funcþie vectorialã, 



Aa  ºi v   IRp \{0} un 
vector. Dacã existã  

     q

It
0t

Iaftvaf
t
1

lim R
R






                                                                               (**) 

spunem cã f este derivabilã în a dupã (în raport cu) vectorul v. Limita (**), dacã 

existã, se noteazã  a
v
f



 ºi se numeºte derivata funcþiei f dupã (în raport cu) vectorul 

0 
(a,b) 

0 x 

(u,v) 

(a,b) 

y 

A 

x 0 
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v în punctul a. Derivata în a a funcþiei f dupã versorul vectorului v (adicã dupã v
v
1

) 

se mai numeºte derivata lui  f  dupã direcþia lui v. 

Observaþia 1. Dacã pi Bev   atunci    a
x
f

a
e
f

ii 







. 

Observaþia 2. Pentru 1qp   notând xtva  , sau  ax
v
1

t   remarcãm 

cã (**) devine: 

 
   

 afv
ax

afxf
lima

v
f

ax












, 

deci, în acest caz particular, derivabilitatea dupã un vector implicã derivabilitatea. 

Invers, dacã f este derivabilã în a ºi v  IR*, luând axvt   avem: 

  
   

      a
v
f

v
1

v
1

aftvaf
t
1

lim
ax

afxf
limaf

It
0tax 












R

, 

deci derivabilitatea implicã derivabilitatea dupã orice vector nenul. 
Exemplul 6. Derivata dupã orice vector v nenul a unei aplicaþii liniare este 

chiar aplicaþia respectivã calculatã în v. Într-adevãr dacã fL(IRp, IRq), a  IRp ºi v  
IRp \{0} atunci      vtfaftvaf  , pentru orice t   IR. Din (**) rezultã cã 

   vfa
v
f





, oricare ar fi a IRp. 

Definiþia 5. Fie x = (x1, �, xp), y = (y1, �, yp)  IRp. Numãrul real 





p

1k
pp11kk yx...yxyxy,x  

se numeºte produsul scalar al vectorilor x ºi y. 
Observaþie. Produsul scalar are urmãtoarele proprietãþi: 

(P1)  x,xx,x
2

 IRp ºi 0x0x,x   

(P2) <x,y>=<y,x>, x,y IRp 
(P3)  y,x,I,y,xy,x R  IRp 

(P4)  z,y,x,z,yz,xz,yx  IRp 

(P5)  y,x,yxy,x  IRp (inegalitatea lui Cauchy-Buniakowsky-

Schwarz). 
Teorema 2 (Riesz). Fie fL(IRp, IR). Atunci existã un unic a  IRp astfel 

încât: 
(a)    a,xxf , pentru orice x IRp 

(b) aA  , unde A este matricea aplicaþiei liniare f. 

Demonstraþie. Fie   p1 x,...,xx  IRp. Atunci: 

   












p

1i
ii

p

1i
ii a,xefxexfxf , 

unde      p1 ef,...,efa  IRp.  
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Dacã existã   p1 b,...,bb  IRp astfel ca:    b,xxf , pentru orice x  IRp, atunci 

 a,eb,e ii , pentru orice p,1i  , deci p,1i,ab ii   adicã ab   ºi punctul (a) 

este demonstrat. Desigur A=a, deci (b) este, de asemenea, dovedit. 
Vom da în continuare un set de condiþii suficiente pentru derivabilitatea dupã 

un vector ºi formula de calcul a derivatei dupã un vector. 
Teorema 3 (Condiþii suficiente de derivabilitate). Fie f : A  IRp

 IRq ºi aÅ. 

Dacã existã o vecinãtate VVa astfel ca f sã aibã derivate parþiale pe V, continue în 

a, atunci f este derivabilã dupã orice vector v  IRp \{0} ºi: 

   
 






 p

1i
i

i

va
x
f

a
v
f

, 

unde v = (v1, �, vp). 
Demonstraþie. Fie t IR* astfel ca Vtva  . Atunci: 
        pp221pp2211 tva,...,tva,aftva,...,tva,tvafaftvaf  

     ...tva,...,tva,a,aftva,...,tva,tva,af pp3321pp33221

    p1p21pp1p21 a,a,...,a,aftva,a,...,a,af   .                                               (1) 

Cum f este derivabilã parþial pe V, aplicând teorema lui Lagrange pe intervalele 

  p,1k   , tva,a kkk  , pentru cele p diferenþe din (1) rezultã existenþa elementelor 

    p,1k,tva,atc kkkk  , astfel ca: 

      



 pp221

1
1 tva,...,tva,tc

x
f

tvaftvaf  

     tc,a,...,a,a,a
x
f

tv...tva,...,tva,tc,tva
x
f

tv p1p321
2

ppp33211
2

2 








      (2) 

Din ipoteza teoremei ºtim cã derivatele parþiale sunt continue în a; înmulþind 

ambii membri din (2) cu 
t
1

 ºi trecând la limitã cu 0t  , cum   p,1k,atc kk  , 

rezultã: 

           p
p

1
1

0t
va

x
f

...va
x
f

aftvaf
t
1

lima
v
f
















, 

deci f este derivabilã dupã vectorul v ºi formula de calcul a derivatei este 

demonstratã. 
Definiþia 6. Fie f : A IRp

 IR o funcþie scalarã derivabilã parþial în aÅ. 

Vectorul: 

     
 
























 p

1k
k

kp1

ea
x
f

a
x
f

,...,a
x
f

 

se numeºte gradientul funcþiei f în a ºi se noteazã grad  af , sau  af  (a se citi 
�nabla aplicat funcþiei f în punctul a�). Dacã A=Å ºi f este derivabilã parþial pe A; 

funcþia vectorialã: 

grad 



 



A:f,e
x
f

ff k

p

1k k

 IRp, a→ )a(f  

se numeºte gradientul funcþiei f, sau, operatorul nabla aplicat lui f. 
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Dacã 2p  , j
y
f

i
x
f

f








 , iar dacã 3p  , k

z
f

j
y
f

i
x
f

f













 . 

Consecinþa 1. Dacã f : A IRp
 IR verificã ipotezele teoremei 3, atunci 

  



v,fa

v
f

. 

Consecinþa 2. Dacã A = Å  IRp ºi )A(Cf 1  atunci f este derivabilã dupã 

orice vector v nenul pe A ºi 



v,f

v
f

. 

Exemplul 7. Fie f : IR2
→ IR2,    zxzx ye,xey,xf  . Sã calculãm derivata lui f 

în (0,0) dupã un versor v=(v1,v2) care formeazã un unghi de 30 cu axa Ox. Atunci 

2
3

30cosv1   ºi 
2
1

30sinv 2  . Prin urmare 















2
1

,
2
3

v . În plus: 

    yxyx
x ye,ex1y,xf  ,      yxyx

y ey1,xey,xf    ºi, conform teoremei 3: 

          v1,0
2
1

0,1
2
3

v0,0
y
f

v0,0
x
f

0,0
v
f

21 













. 

Observaþie. Derivabilitatea unei funcþii într-un punct dupã orice vector nenul 

implicã continuitatea acesteia de-a lungul oricãrei drepte care trece prin punctul 

respectiv. Totuºi ea nu implicã continuitatea pentru 1p  . 

Exemplul 8. Fie f : IR2
→ IR,  











0

y
x

y,xf

2

 

0y,

0y,





. Funcþia f nu este continuã 

în (0,0) cãci  
m
1

mx,xflim 2

0x



 pentru m  IR*, deci nici mãcar nu are limitã (în raport 

cu ansamblul variabilelor) în origine. Totuºi ea este derivabilã dupã orice vector 

(u,v)IR2 \{(0,0)}, cãci pentru 0v  : 

         
v

u
tv,tuf

t
1

lim0,0fv,ut0,0f
t
1

lim
2

0t0t



,  

iar pentru 0v  : 

     00,0f0,tuf
t
1

lim
0t




. 

Propoziþia 2. Fie f, g : A IRp
 IRq ºi A:h  IR derivabile în aÅ  dupã v 

IRp \{0}. Atunci funcþiile gf   ºi hf  sunt derivabile în a în raport cu v ºi 

 
     a

v
g

a
v
f

a
v

gf













, 

 
         aha

v
f

afa
v
h

a
v
hf














. 

Demonstraþie. Trecând la limitã când 0t   în egalitãþile: 
 

                agtvag
t
1

aftvaf
t
1

agftvagf
t
1

    ºi 
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                    ahaftvaf
t
1

tvafahtvah
t
1

ahftvahf
t
1

 , 

cum    aftvaflim
0t




, conform observaþiei precedente, obþinem concluziile din text. 

Observaþie. Mulþimea funcþiilor f : A  IRp
 IRq derivabile în aÅ dupã v 

dotatã cu operaþia de adunare a funcþiilor ºi cu operaþia de înmulþire cu scalari din 

corpul IR este, conform propoziþiei 2, un spaþiu liniar peste IR. 

Definiþia 7. Fie f : A  IRp
 IRq, 



Aa  ºi doi vectori u,v  IRp\{0}. Dacã 

existã o sferã   Ar,aS   astfel ca f sã fie derivabilã dupa v în orice xS(a,r),iar 

functia 
v
f



este dervabilã dupã vectorul u în punctul a, notãm aceastã derivatã: 

 a
uv
f2




, sau  a

v
f
2

2




 dacã vu   

ºi o numim derivatã de ordinul doi a funcþiei f în punctul a dupã vectorii v ºi u ºi 
spunem cã f este derivabilã de douã ori în punctul a dupã vectorii v ºi u. 

Desigur dacã iev   ºi jeu  , atunci    a
xx
f

a
ee
f

ji

2

ji

2









. 

Analog se definesc derivatele de ordin mai mare ca doi în raport cu vectori nenuli din 

IRp. 
Observaþia 1. Dacã 1uv   atunci p,1i,cosu,cosv iiii   sunt 

cosinuºii directori ai versorilor v ºi u: 

pp11 ecos...ecosv   ºi pp11 ecos...ecosv  , 

iar, dupã teorema 3: 

     










 p

1i
i

i

r,aSx,cosx
x
f

x
v
f

 ºi 

   
 









 p

1j

p

1i
ji

ji

22

coscosa
xx
f

a
uv
f

. 

Observaþia 2. Dacã A = Å ºi  ACf 2 , atunci, conform teoremei 3, 

 AC
v
f 1





, pentru orice   p1 v,...,vv  IRp\{0}, iar 

v
f



 este o funcþie derivabilã dupã 

orice vector nenul   p1 u,...,uu  IRp 
ºi, în acord cu teorema lui Schwarz: 


  











 p

1i

2p

1j
ji

ji

22

vu
f

uv
xx
f

uv
f

. 

Exemplul 9. Sã arãtãm cã   01,1
v

f
2

2





, unde   22 yxy,xf   ºi  1,1v  . 

Conform formulei precedente: 

       1,1f1,1f21,1f1,1
v

f
22 yxyx2

2





, iar 

 
22 yx

x
y,x

x
f







,  

  2
3

22

2

2

2

yx

y
y,x

x
f







 ºi 

  2
3

22

2

yx

xy
yx
f







, 
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deci   0
22

1

22

2

22

1
1,1

v

f
2

2




 . 

C. DIFERENÞIABILITATE 

Vom extinde acum noþiunea de diferenþiabilitate studiatã la funcþiile de o 

singurã variabilã. Reamintim cã funcþia A:f  IR→ IR este diferenþiabilã în aÅ 

dacã existã o aplicaþie liniarã  daf numitã diferenþiala funcþiei f în a astfel ca: 
          0a),x(axaxfdafxf a   

unde  A:  IR este o funcþie continuã în a. Mai mult, f este diferenþiabilã în a dacã 

ºi numai dacã f este derivabilã în a, iar    ha'fhfda   , sau, cu notaþiile de la definiþia 

6,     .h,afhfda   

Definiþia 8. Fie f : A IRp
 IRq 

ºi aÅ. O aplicaþie liniarã :fda  IRp
→ IRq se 

numeºte diferenþiala funcþiei f în punctul a (în sensul lui Fréchet) dacã: 

       


0axfdafxf
ax

1
lim a0h

 IRq, 

sau, echivalent (notând hax  )  

       0hfdafhaf
h
1

lim aax



. 

În acest cã caz spunem cã f este diferenþiabilã în a. Dacã f este diferenþiabilã 

în orice Aa  funcþia f se numeºte funcþie diferenþiabilã (pe A). 
Observaþie. Ca ºi în cazul 1qp  , putem reformula acestã definiþie: 

aplicaþia Lfda  ( IRp, IRq) este diferenþiala funcþiei f în a dacã existã o funcþie 

 A:  IRq continuã în a cu   0a   ºi        xaxaxfdafxf a   sau 

echivalent, existã o vecinãtate VV0  ºi o funcþie  V:0  IRq, continuã în O IRq 
astfel ca: 

        )Vh(,hhhfdafhaf 0a   ºi   00o  . 

Folosirea sintagmei �diferenþiala funcþiei f în a� impune demonstrarea 

urmãtorei propoziþii. 
Propoziþia 3. Dacã funcþia A:f  IRp

→ IRq este diferenþiabilã în aÅ  

atunci diferenþiala sa în acest punct este unicã. 
Demonstraþie. Sã presupunem cã fda  ºi Lf'd a  ( IRp, IRq) sunt diferenþiale 

ale funcþiei f în a.  
Atunci:

                   0hf'dafhafhfdafhaf
h
1

limhfdhf'd
h
1

lim aa0haa0h



   (1) 

Luând în (1) ,0t,teh k   unde  p21 e,...,e,e ,  este baza canonicã din IRp obþinem: 

        kakakakaot
efdef'dtefdtef'd

t
1

lim0 


,   adicã 

    .p,1k,efdef'd kaka    

Prin urmare cele douã aplicaþii liniare coincid: .fdf'd aa   

Exemplul 10: Fie f : IRp  IRq o aplicaþie liniarã ºi a IRp .   Atunci 
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       0hfafhaf
h
1

lim
0h




 , deci f este diferenþiabilã ºi ffda  , pentru orice a IRp. 

Prin urmare orice aplicaþie liniarã este diferenþiabilã ºi diferenþiala ei este chiar 

aplicaþia liniarã respectivã. În particular, dacã g : A  IRp  IRq este diferenþiabilã în 

aÅ, cum Lgda  ( IRp, IRq) rezultã cã:    b,gdgdd aab  IRp. 
Ne punem acum problema de a gãsi o formulã de calcul (în caz de existenþã) 

pentru fda . Am vãzut cã dacã ,1qp   ºi f este derivabilã în a, atunci 

    v,afvfda  . Este acestã formulã valabilã ºi pentru 1p  (desigur 1q  ) în caz cã 

existã  ?af  Existenþa derivatelor parþiale în a(care asigurã existenþa grad f(a) ) este 

suficientã pentru ca f sã fie diferenþiabilã în a? Pentru a rãspunde la aceste întrebãri 

vom începe prin a prezenta câteva condiþii necesare de diferenþiabilitate a  unei funcþii 
într-un punct precum ºi formula de calcul a diferenþialei într-un punct. 

Teorema 4: Dacã f : A  IRp  IRq este diferenþiabilã în aÅ  atunci: 
 (a) f este continuã în a 

 (b) f este derivabilã dupã orice v IRp \{0} ºi    .vfda
v
f

a



 

  (c)    
 




p

1k
k

k
a ha

x
f

hfd , pentru orice   p1 h,....,hh  IRp . 

Demonstraþie: Fie Lfda  ( IRp, IRq) diferenþiala funcþiei f în a. 

  (a) Deoarece fda  este diferenþiala lui f în a rezultã cã existã  A:  IRq, 

continuã în a, cu   0a   ºi         Ax,xaxaxfdafxf a  . Dar daf este o 

funcþie uniform continuã (vezi exerciþiul 24 cap.1), iar   00fda   deci, trecând la limitã 

când ax   în acestã egalitate obþinem    afxflim
ax




; prin urmare f este continuã în 

a. 
  (b)  Fie v  IRp \{0} . Din ipotezã rezultã cã 

       0hfdafhaf
h
1

lim a0h



.                                                                    (1) 

Punând tvh   , cu t IR* , cum  0h  IRp rezultã 0t   ,iar din (1) obtinem: 

       ,0tvfdaftvaf
vt

1
lim a0t




 

sau, echivalent: 

              











vfdaftvaf
t
1

t
t

limvftdaftvaf
t
1

lim0 a0ta0t
, de unde: 

        0vfdaftvaf
t
1

lim a
0t




.                                                                 (2) 

Dar funcþia normã este continuã; atunci din (2) obþinem: 

       ,vfdaftvaf
t
1

lim aat



 sau    vfda

v
f

a



. 

(c) Fie  pp11 eh...ehh  IRp. Din liniaritarea funcþiei fda  ºi din (b) obþinem: 
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         
  









p

1k

p

1k k
k

p

1k k
kkaka a

x
f

ha
e
f

hefdhhfd . 

Exemplul 11: Fie f : IR2
→ IR,   yxy,xf 2  ºi   0,0a  IR2. Cum 

Cf  

(IR2), deci condiþiile necesare din teoremã sunt îndeplinite, dacã f este diferenþiabilã în  

a atunci funcþia liniarã 
         k,h,kk0,0'fh0,0'fk,hL yx  IR2. 

trebuie sã fie diferenþiala funcþiei f în (0,0). Sã studiem diferenþiabilitatea funcþiei f în a 

cu definiþia 8: 

   
          




 
kkh

kh

1
limk,hL0,0f]k,h0,0[f

kh

1
lim 2

220k,h220,0k,h
 

,0
kh

h
lim

22

2

0k ,h







 

deoarece : ;0h
h

h

kh

h
0

2

22

2




  prin urmare     .kk,hLk,hfd )0,0(   

Observaþie: Condiþia (a) (respectiv condiþia (b)) din teorema 4 este doar 

condiþie necesarã pentru diferenþiabilitate, nu ºi suficientã, dupã cum aratã 

urmatoarele exemple: 

Exemplul 12:  Funcþia  










0

yx

xy

y,xf 22   

   

   0,0y,x,

0,0y,x,





  este continuã în 

 0,0  cãci dacã trecem la coordonate polare  siny,cosx  avem 

00y,x   ºi:   ,0cossiny,xf0   adicã,    .0,0f0y,xflim
0y,x




 

De asemenea f este derivabilã parþial în (0,0) ºi: 

 
   

 .0,0f0
x

0,0f0,xf
lim0,0f y0xx 





 

Dacã f ar fi diferenþiabilã în origine, atunci conform teoremei 4 funcþia liniarã: 

      0y0,0
y
f

x0,0
x
f

y,xL 








  

trebuie sã fie diferenþiala funcþiei f în (0,0). Totuºi f nu este diferenþiabilã în (0,0) cãci 

funcþia  

 
 

        
2222 yx

xy
y,xf

yx

1
y,xL0,0fy,xf

y,x
1

y,x





  ,     ,0,0y,x   

nu are nici mãcar limitã în (0,0). Arãtaþi printr-o altã metodã cã f nu este diferenþiabilã 

în origine!  

Exemplul 13: Funcþia  













0y     , 0

0y   ,
y
x

yx,f

2

  este derivabilã dupã orice vector 

nenul, dar nu este diferenþiabilã în (0,0).   
 Într-adevãr, dacã w =(u,v)  IR2 \{(0,0)} 

         ,
v
u

0,0ftv,tuf
t
1

lim0,0
w
f 2

0t







 pentru 0v   ºi pentru 0v  : 
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        00,0f0,tuf
t
1

lim0,0
w
f

0t







. 

Pe de altã parte,   22

0x
mx,mxflim 


 deci f nu este continuã în (0,0); în acord cu 

punctul (a) din teorema 4 funcþia f nu este diferenþiabilã în (0,0). Arãtaþi printr-o altã 

metodã cã f nu este diferenþiabilã în origine. 

Observaþie: Dacã A = Å ºi f diferenþiabilã pe A atunci  ACf
0

 . 
Dãm în continuare condiþii suficiente de diferenþiabilitate. 
Teorema 5: Fie f : A  IRp

 IRq 
ºi aÅ. Dacã existã V Va  astfel  ca f sã 

admitã derivate parþiale pe V continue în a, atunci f este diferenþiabilã în a. 

Demonstraþie. Vom arãta, în acord cu teorema 4 (c), cã    
 




p

1k
k

k
a ha

x
f

hfd , 

ceea ce înseamnã, conform definiþiei 8, cã ar trebui sã dovedim cã   0hlim
0h




, unde 

        











 



p

1k
k

k

ha
x
f

afhaf
h
1

h . Tehnica pe care o folosim este similarã celei 

utilizatã în demostraþia teoremei 3 punând h în loc de tv. Mai exact, din existenþa 

derivatelor parþiale pe intervalul   Vha,a  , aplicând teorema lui Lagrange, rezultã 

existenþa elementelor: 
  p,1k     ,ha,a)h(c kkkkk   astfel ca 

         pp1p1p11
p

ppp2211
1

1 hc,ha,...,ha
x
f

h...ha,...,ha,hc
x
f

hafhaf  








  

Sã observãm cã, dacã  0h  IRp, atunci 0hk   , iar   p,1k,ahc kkk   ºi: 
 

      


 


















p

1k
p1

k
pp1k1kkk1k1k11

k

k a,...,a
x
f

ha,...,ha,hc,ha,...,ha
x
f

h

h
h  

     0a,...,a
x
f

ha,...,ha,hc,ha,...,ha
x
fp

1k
p1

k
pp1k1kkk1k1k11

k













  

când 0h  , cãci 
kx
f




 este continuã în a, p,1k  . Prin urmare   0hlim

0h



, f este 

diferenþiabilã în a ºi    



p

1k
kka ha'fhfd , pentru orice   p1 h,...,hh  IRp. 

Consecinþã. Dacã  ACf 1  atunci f este diferenþiabilã pe A. 

Exemplul 14. Sã calculãm    1,1fd 0,0  pentru funcþia f : IR2 
 IR2, 

   yx2 e,yxy,xf  . Cum        yx
y

yx
x e,1y,xf   ,e,x2y,xf    ºi    1,00,0fx  , 

   1,10,0fy  , iar 1Cf  ( IR2), rezultã cã f este diferenþiabilã pe IR2 deci ºi în (0,0) ºi:  

             ,vu,vv,vu,0v0,0
y
f

u0,0
x
f

v,ufd 0,0 








  iar      2,111fd 0,0  . 

Observaþie. Condiþiile suficiente de diferenþiabilitate date la teorema 5 nu sunt 

ºi necesare, dupã cum dovedeºte urmãtorul exemplu. 
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Exemplul 15. Funcþia  













0

yx
1

sin)yx(
y,xf 22

22

  

0yx,

0yx,

22

22





 

este diferenþiabilã în  .0,0  Într-adevãr, cum : 

 
   

 ,0,0f0
x
1

sinxlim
x

0,0f0,xf
lim0,0f y0x0xx 





 deci dacã existã,   .0fd 0,0   

Dar: 

    ,0
yx

1
sinyxy,xf

yx

1
y,x

22
22

22






  când 0y,x  , deci f este 

diferenþiabilã în (0,0). 
Pe de altã parte 

0Cf  ( IR2) , admite derivate parþiale pe IR2 dar ele nu sunt 

continue în (0,0). Într-adevãr   ,
yx

1
cos

yx
x2

yx
1

sinx2y,xf
222222x





 pentru 

   0,0y,x   ºi pentru ºirul 





















 n2

1
,

n2

1
 care tinde la (0,0) (când n ), 











 n2

n2

1
,

n2

1
fx , deci, conform teoremei lui Heine, xf   nu este 

continuã în (0,0). 
Observaþia 1. Suntem acum în mãsurã sã sintetizãm câteva conexiuni dintre 

noþiunile introduse. Pentru un punct interior a al domeniului A al funcþiei f au loc 
implicaþiile: 

 
ºi nici una dintre implicaþii nu este, în general, echivalenþã. 

Observaþia 2. În calculul diferenþialelor se utilizeazã pentru proiecþiile :prk  

IRp
→ IR notaþia p,1k,dxk  . Reamintim cã   p1kp1k h,...,hh,h)h,...,h(dx  IRp. 

În cazul 1qp   dxpr1   ºi:   Ldxa
dx
df

fda  ( IR, IR). 

În cazul 2p   ºi 1q  , dxpr1   ºi dypr2   ºi, conform teoremei 4(c): 

      Ldyb,a
y
f

dxb,a
x
f

fd b,a 








 ( IR2, IR), 

formulã care reprezintã diferenþiala ca aplicaþie liniarã. Dacã  y,x  IR2 atunci 

d(a,b)f(x,y) =   y b)(a, 
 y
f 

  x b)(a, 
 x
f 










 IR, 

formulã care reprezintã diferenþiala funcþiei f în (a,b) calculatã în (x,y). Dacã f este 
diferenþiabilã pe A = Å  IR2 vom utiliza diferenþiala totalã a funcþiei f: 

 
 diferenþiabilitate 

 
 continuitate 

 Continuitate relativã la  
 mulþimile{a+tv|t IR} 

 
 continuitate parþialã 

 derivabilitate dupã orice  
 vector nenul v 

 
 derivabilitate parþialã 
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df = dy
y 
f 

  dx 
x 
f 









 

ºi operatorul de diferenþiere: 

d = dy 
 y
 

 dx  
 x
 









, 

operator care asociazã unei funcþii diferenþiabile f diferenþiala sa totalã df. Notaþiile ºi 

formulãrile precedente se extind pentru orice p, q  IN* : 
-    diferenþiala lui f în punctul a: 

da f =  L dx (a) 
 x

f 
k

p

1k k








( IRp, IRq) 

-    diferenþiala lui f în punctul a calculatã în x=(x1, �, xp) : 

daf (x) =    xaf k

p

1k

'
xk




 IRq  

- diferenþiala totalã a  lui f  pe o mulþime deschisã: 

d f = k

p

1k k

dx  
 x

f 

 


 

 
- operatorul de diferenþiere 

d = k

p

1k k

dx  
 x
 


 


. 

Sã considerãm acum cã f =  q1 f,...,f : A  IRp  IRq este diferenþiabilã în 

aÅ. Conform teoremei 4 (c): 

daf (x) =
 i

p

1i i

 x(a) 
 x
f 


 


= ( 

 i

p

1i 1

1  x(a) 
 x
f 


 


, ... , 

 i

p

1i i

q  x(a) 
 x

f 

 


), 

deci matricea aplicaþiei liniare daf  L ( IRp, IRq) în perechea de baze canonice din 

IRp, respectiv IRq este: 

 aJf  =  

q,1j
p1,ii

j a
x

f





















 

care se numeºte matricea Jacobi ( sau matricea jacobianã ) a funcþiei f în punctul a. 

Atunci: 

















qa

1a

fd

...

fd

 =  
















p

1

f

dx

...

dx

aJ . 

Dacã p=q , notãm determinantul matricii jacobiene a funcþiei f în a : 

 aJ det f = 
 
 p1

p1

x,...,xD

f,...,fD
 a  

ºi îl numim jacobianul funcþiei f în punctul a sau determinantul funcþional al funcþiilor 

p1 f,...,f în a. 

Formula de calcul a diferenþialei indicã faptul cã unele proprietãþi ale 

operatorilor de derivare parþialã 
kx


 , k = p,1  se transmit operatorului de diferenþiere. 
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Propoziþia 4. Fie f,g : A = Å  IRp  IR, f,g  AC1 . Atunci: 
(a) d(fg) = gdf + fdg 
(b) d(f + g) = df + dg,  IR 

(c) d 








g
f

= 
2g

1
 (gdf - fdg), dacã g(x) 0, xA  

Demonstraþie. (a)  da(fg) = k

p

1k k

dx (a) 
x 
fg 


 


=         kx

p

1k
x dx)agafagaf(

kk




=  

= g(a)   k

p

1k
x dxaf

k


 +f(a)   k

p

1k
x dxag

k


 =     gdaffdag aa  , pentru orice a  A, deci 

 fgd = gdffdg  . 

b) da(f+g)=     kx

p

1k
x dx)agaf(

kk




=   k

p

1k
x dxaf

k


 +   k

p

1k
x dxag

k


  

= gdfd aa  , pentru orice aA, deci  gfd  = dgdf  . 

(c) 








g
f

da =
 

          kx

p

1k
x2 dxagafagaf

ag
1

kk




= 

=
 ag

1
2

 g(a)   k

p

1k
x dxaf

k


 -f(a)   k

p

1k
x dxag

k


   =
 

     gdaffdag
ag

1
aa2

 , pentru orice 

aA, deci 








g
f

d =  fdggdf
g
1
2

 . 

 
Interpretãri geometrice 
1. Am vãzut cã funcþia f : A  IR→ IR este diferenþiabilã în aÅ dacã ºi 

numai dacã f este derivabilã în a, deci curba de ecuaþie y=  xf , xA ( care este 
graficul funcþiei f ) admite o tangentã în punctul   af,aM  de ecuaþie y-f(a) = 
=   axa'f  , sau , echivalent y=    axfdaf a  . 

2. Dacã  f : A= Å  IR2  IR, f  AC1  ºi   Ab,a   atunci ecuaþia: 
C : f(x,y) � f(a,b) = 0 

are ca reprezentare geometricã o curbã care trece prin punctul P(a,b). Sã 

presupunem cã aceastã ecuaþie se poate explicita în funcþie de x, adicã existã o 

funcþie g : B IR  IR astfel încât f(x,y) � f(a,b) = y � g(x), xB. Atunci: 
   xg- y,xfx  , iar   1y,xfy  ;  

ecuaþia     0by,axfd b,a    este echivalentã cu ecuaþia 

          0byaxag-byb,afaxb,af yx  ,  

sau 
  axagby   
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Prin urmare ecuaþia  

d(a,b)  by,axf  =0 

este ecuaþia dreptei tangente la curba C în punctul P de pantã m=  ag = - 
 
 b,af

b,af

y

x




, 

iar grad  b,af =  -   jiag  este un vector perpendicular pe aceastã dreaptã. 

3. Dacã f : A IR3 
 IR, f  AC1  ºi   Ac,b,a  atunci ecuaþia: 

S:    cb,a,fz,y,xf   are ca reprezentare o suprafaþã ce trece prin P(a,b,c) 

iar ecuaþia:     0cz,by,axfd c,b,a   

                    

                                     

 

                                                                                

                                                      

           

 
sau echivalent: 

:         czc,b,afbyc,b,afaxc,b,af zyx   =0 are ca reprezentare 

graficã un plan ce trece prin P, este tangent la S ºi are ca normalã vectorul: 
grad f(a,b,c) =      kc,b,afjc,b,afic,b,af zyx  . 

4. Sã considerãm acum  f : A IR2  IR, f  AC1 . Atunci graficul funcþiei f 

este o suprafaþã de ecuaþie 
S : z = f(x,y),  (x,y) A, 

suprafaþã care admite un plan tangent în   b,af,b,aP0   Ab,a   de ecuaþie: 

: z-f(a,b) =   



axb,a

x
f

  byb,a
y
f





=    by,axfd b,a   

0

x 

z 

S
s 

)P(f

y 

 

O 

y=g  x  

d    by,axfb,a  =0 

P 

)b,a(f

x 

y 
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Fie acum P    Sy,xf,y,x   ºi PP� dreapta dusã prin P, paralelã cu Oz. Atunci 

Q(x,y, f(a,b) +   )by,ax(fd b,a  ) PP�, iar distanþa de la P la Q este :  

d(P,Q)= |(f  y,x -  b,af -    by,axfd b,a  |. 

Prin urmare relaþia de aproximare: 
f  y,x   b,af +    by,axfd b,a   

este echivalentã cu d(P,Q)0; deci, dacã P este �suficient de aproape� de P 0 , atunci 

punctul PS este �aproape� de punctul Q   ºi valoarea f(x,y) este aproximativ 

egalã cu valoarea în  (x-a, y-b) a polinomului de gradul întâi f(a,b) + d(a,b)f. 

 

                     

 

 

               

  

                        

 

Exemplul 16 . Fie f : IR2  IR,  f(x,y) = 
4
y

  
2
x 22

 .   Ecuaþia  f(x,y) = f(1, 2 ), 

sau echivalent: 
4
y

  
2
x 22

  = 1 are ca reprezentare graficã o elipsã de semiaxe 2  ºi 

2, iar ecuaþia:  
)2,1(

d ) f(x-1,  y- 2 ) = 0, este echivalentã cu 2 (x �1) + 2 (y - 2 )= 0, 

sau cu ecuaþia x  y = 2   1 ºi are ca reprezentare o dreaptã de pantã m = -1  
tangentã la elipsã în  P(1, 2 ); vectorul grad f(1, 2 ) = 2  ( )ji(   este perpendicular 
pe aceastã dreaptã. 

                                

                                                               

                                            

        

         

                                

 

x 

 2,1f  

y 

O 

x 

Q P0 

P S 

z 

 

P�(x,y,0) 

y 
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Exemplul 17. Ecuaþia f(x, y, z) = f ( 3 , 
3

2
 , 

3

1
 ),  unde  

f (x, y, z) = x2 + 
9
z

  
4
y 22

  are ca reprezentare graficã elipsoidul de ecuatie    

x2 + 
9
z

  
4
y 22

  =1   ( de semiaxe 1, 2 ºi 3), iar ecuaþia : 

03z,
3

2
y,

3

1
x f d

3,
3

2
,

3

1 

















, sau 

   03z
33

2

3

2
y

3

1

3

1
x

3

2


















 ,  reprezintã un plan tangent la 

elipsoid în P 







3,

3

2
,

3

1
; grad f( k

33

2
j

3

1
i

3

2
3,

3

2
,

3

1









 este un vector 

perpendicular pe acest plan. 
Exemplul 18. Dacã           y,x,f   ,0,0-I  I2,0,0:f  RR  , 
x unde cos  ºi y=  sin , este funcþia care realizeazã trecerea la coordonatele 

polare, atunci: 

  













cos   sin

sin-   cos
,Jf , iar    

 
 


,D
y,xD

. 

Desigur f este inversabilã ºi     ,y,xf 1 , unde 2yx   ºi 

x
y

Arctg . Atunci : 

 




























2222

2222

f

yx
x

      
yx

y

yx

y
   

yx

x

y,xJ 1 , iar     
 
    








 1

yx

yx
y,xD

,D
3

22

22

. 

D. DIFERENÞIALELE ªI DERIVATELE FUNCÞIILOR COMPUSE 

În continuare vom arãta cã, în caz  de diferenþiabilitate, diferenþiala compusei 

a douã funcþii compozabile este  compusa diferenþialelor celor douã funcþii.  
Teorema  6.  Dacã funcþia f : A  IRp →B  IRq este diferenþiabilã în aÅ, iar 

g : B IRr este diferenþiabilã în b=f(a)


B , atunci g  f : A IRr este diferenþiabilã în a 

ºi : 
 fgda  = fd  gd a)a(f   

Demonstraþie. Deoarece f este diferenþiabilã în aÅ existã  : A→ IRq  astfel 
ca: 
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  0xlim
ax




 ºi f        xaxaxfdafx a                                           (1) 

Cum g  este diferenþiabilã în b=f(a)


B  existã  : B→ IRr astfel ca: 

  0xlim
bx




 ºi g        ybybygdbgy b                                          (2) 

Punând în (2) y=f(x), din (1) rezultã cã: 

g f (x)= g f (a)+ gdb     xaxaxfda  +    xaxaxfda   y = 

= g f (a)+d    xaxaxfdg ab  , unde pentru x a : 

 x =
ax

1


         yxaxaxfdxgdax ab                   (3) 

Mai trebuie sã dovedim cã 
ax

lim


 x =0. Folosind inegalitatea triunghiului în (3) 

obþinem: 

 x   gdb  (  )x( +
ax

1


)y(   )x(axaxfda                                    (4) 

Dar daf  L (IRp,IRq) ºi dbg  L ( IRq,IRr); folosind inegalitatea de la exerciþiul 14, 

cap.1, rezultã cã: 

    axaJaxfd fa   ºi     x)b(Jxgd gb                                    (5) 

Atunci din (4) ºi (5) rezultã cã: 

0  x  ))x(f()a(J))x(f()x()x()b(J fg  0 , 

pentru xa ( cãci        0bxf,0a)x  . 
Prin urmare   0xlim

ax



, g f este diferenþiabilã în a ºi d  fga  =   fdgd aaf  . 

Consecinþa 1. Jgof (a) = Jg (f(a))   Jf (a),  cãci matricea aplicaþiei liniare da(g o f) 
este Jgof (a), iar matricea aplicaþiei liniare df(a)g o daf este produsul Jg (f(a))   Jf (a). 

Consecinþa 2. Dacã p = q = r, f = (f1,..., fp), g = (g1,...,gp), iar g o f = (h1,..., hp ), 
atunci: 

 
 

 
 

  
 
 

 a
x,...,xD

f,...,fD
af

y,...,yD

g,...,gD
a

)x,...,x(D

h,...,hD

p1

p1

p1

p1

p1

p1
  

Consecinþa 3. Dacã funcþia f : A  B este inversabilã, iar f = (f1,...,fp) ºi f
 �1 = 

(g1,...,gp), cum da pRI
1  = pRI

1 , rezultã cã: 
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df(a)f
 �1 o daf = pRI

1  
ºi daf o df(a)f

 �1 = pRI
1  

ºi aplicaþia liniarã daf  L (IRp, IRp) este 

inversabilã; deci matricea Jf (a), este de asemenea inversabilã ºi (daf)
�1=df(a)f

�1,         

Jf 
�1(f(a)) = (Jf (a)) �1, iar 

 
 

    
 

 a
x,...,xD

f,...,fD
1

af
y,...,yD

g,...,gD

p1

p1p1

p1
 . 

Formulele obþinute ne indicã modalitatea de derivare parþialã a funcþiilor 

compuse. 
Exemplul 19. Fie h(t) = f(x1(t),....., xp(t)), unde x1,...,xp  C1(IR) ºi f  C1( p). 

Atunci notând g(t) = (x1(t),...,xp(t))   p , t   rezultã cã h = f o g, iar din consecinþa 

1, Jh  = Jf Jg sau: 

)f,...,f,f(h
p21 xxx 



























p

2

1

x

x

x



,  deci 

p1 xpx1 f x... f xh   

 
Exemplul 20. Dacã  p=2, q=2 ºi r=1 ºi w(x,y)=g(u(x,y),v(x,y)), unde u, v ºi g 

sunt diferenþiabile, atunci notând f(x,y)=(u(x,y),v(x,y)) rezultã cã w=g  f ºi din 

consecinþa 1: J .JJ fgu   Deci :    















yx

yx

vuyx
v'  'v

u'  'u
g' g' w''w  

Prin urmare: 

 

În particular, dacã     ,eyx,yxgy,xw yx22  sã calculãm    0,1wd 0,0 . 

Deoarece : 

             0,0'w0,1dy0,0'w0,1dx0,0'w0,1wd xyx0,0   , iar 

     )e)yx(,yx('g)yx1(eeyx,yx'xg2y,x'w yx22
v

yxyx22
ux


  

rezultã cã      0,0g0,1wd '
v0,0  . 

Exemplul 21. Dacã p=2, q=3, r=1 ºi h(x,y)=g(u(x,y),v(x,y),w(x,y)), u, v,w ºi g 

diferenþiabile, atunci notând f(x,y)=(u(x,y),v(x,y),w(x,y))  IR3 urmeazã cã fgh   
este o funcþie diferenþiabilã ºi: 

fgh JJJ  , adicã: 

vxuxx 'g'v'gu''w   ºi  
vyuyy 'g'v'gu''w   
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 yx 'h  'h =  wvu 'g  'g  'g


















yx

yx

yx

   w''w

v'   'v

u'  'u

. 

Prin urmare: 
 
 
 
 
Fie, în particular,    yx,yx,yxgy,xh 22   ºi g

1C (IR3). Sã calculãm 

  .hd 1,0  Deoarece  hd 1,0 =    dy1,0'hdx1,0'h yx  , iar  

 y,x'h x =    w,v,u'gw,v,u'xg2 vu  +  w,v,u'g w     ºi 

 y,x'h y =    w,v,u'gw,v,u'yg2 vu  +  w,v,u'g w , unde 22 yxu  , v=x-y, 

w=x+y, atunci: 

 hd 1,0 =            dy1,1,1'g1,1,1'g1,1,1'g2dx1,1,1'g1,1,1'g wvuwv  . 

În punctul  (1,1) aceastã aplicaþie liniarã are valoarea: 

        1,1,1'g1,1,1'g21,1hd vu1,0  . 

Exemplul 22. Fie       ,y,xv,y,xugy,xf  unde u,v,g 2C ( IR2).  

Sã calculãm 
yx
f2




. Conform formulelor cunoscute de la exemplul 20 

vxuxx 'g'v'g'u'f  . Deoarece u'g  ºi v'g  sunt funcþii de x ºi y prin intermediul funcþiilor 

u ºi v, derivatele parþiale ale acestora se calculeazã dupã aceleaºi formule. Prin 

urmare: 
   yvyvuxvxyyuvyuxuxyxy vgugvgvvguguguf 22  , 

sau þinând seama de teorema lui Schwarz: 
   22 vyxuvxyyxuyxvxyuxyxy gvvgvuvuguugvguf  . 

E. FUNCÞII OMOGENE ÎN SENS EULER. 

Vom prezenta aici o aplicaþie a formulelor de derivare ale funcþiilor compuse 

concretizatã în identitatea lui Euler.  
Definiþia 9. Funcþia f : A  IRp 

 IR se numeºte funcþie omogenã ( în sens 

Euler ) pe A dacã existã mIR astfel încât pentru orice xA ºi t0 pentru care txA: 
f(tx) = mt f(x). 

Numãrul real m se numeºte gradul de omogenitate al funcþiei f. Mai spunem cã f este 
omogenã de grad  m. 

Exemplul 23. Fie f : IR3  IR,  f(x, y, z) = 5 323 yyx3x  .  Desigur, pentru 

orice t  0,  t(x, y, z) = (tx,ty,tz) IR3 ºi f(tx, ty, tz) = t3/5f(x,y,z), oricare ar fi (x,y,z)IR3. 

Prin urmare funcþia f este omogenã pe  IR3  având gradul de omogenitate m= 
5
3

. 

Exemplul 24. Fie f : A   IR2  IR, A ={(x,y) IR2 
x ∙ y > 0} ºi f(x,y) = ln

y
x

. 

Deoarece pentru orice t  0 ºi (x, y)  A: 

ºi 
w
g

x
w

v
g

x
v

u
g

x
u

x
h
































w
g

y
w

v
g

y
v

u
g

y
u

y
h































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  Aty,tx   ºi  f(tx,ty)=f(x,y) 
rezultã cã f este omogenã cu gradul de omogenitate m = 0. Sã calculãm expresia  

E = xf�x + yf�y. Cum f�x(x,y) = 
x
1

 ºi f�y (x, y) = - 
y
1

 rezultã cã E = 0. 

Propoziþia 5. Fie  f  C1 (A),  A  IRp , o funcþie omogenã cu gradul de 

omogenitate m. Atunci 
kxf  este o funcþie omogenã cu gradul de omogenitate m-1, 

pentru orice k p,.....,1 . 
Demonstraþie. Fie t  o pentru care  p1 tx,.....,txtx    A.  Atunci 

 p1 tx,.....,txf  =  p1
m x,....,xft . Aplicând operatorul de derivare parþialã 

kx


, obþinem: 

   p1x
m

p1x x,....,xfttx,....,txft
kk
 ,  deci fk este omogenã cu gradul de 

omogenitate m-1. 
Consecinþã. Dacã funcþia f  Cn(A) este omogenã de grad m, atunci orice 

derivatã parþialã de ordin n este o funcþie omogenã de gradul m-n. 
Propoziþia 6. Fie f : A   IRp  IR de clasã C

1. Condiþia necesarã ºi 

suficientã ca f sã fie omogenã de grad m este ca: 

   xmfx
x
f

x
p

1k k
k 






, 

pentru orice x=(  .Ax,...,x p1   

Demonstraþie. Necesitatea. Presupunem cã f este omogenã de grad m. Fie 

  Ax,...,xx p1  fixat ºi funcþiile definite prin:   ,p,1k ,txty kk   

      ty,...,tyftF p1 . Cum f este omogenã de gradul m rezultã cã: 

   xfttF m .                                                                                                  (1) 

Desigur F  DC , unde  Atx|0tD  . Din (1) , prin derivare, obþinem: 

          xfmtty,...,tyftytF 1m
p1k

p

1k
k





  , 

adicã: 

   xfmttx,...,txfx 1m
p1x

p

1k
k k





                                                                         (2) 

Dar 
kxf   este, conform propoziþiei 5, o funcþie omogenã de grad m-1, deci 

   xfttx,...,txf
kk x

1m
p1x   ; atunci din (2) urmeazã cã    xmfxfx kx

p

1k
k 



. 

Suficienþa. Presupunem acum cã funcþia f are proprietatea: 

   xmfxfx kx

p

1k
k 



,   Ax,..,xx p1                                                            (3) 

Fie xA fixat,  Atx|0tD   ºi: 

:D IR , (t)=  txft m  
Desigur  este derivabilã pe D ºi  

(t)=   k

p

1k
xm1m

x)tx(f
t
1

txf
t

m
k








.                                                                   (4) 
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Din (3) ºi (4) obþinem: 

 (t) =         0txmf
t
1

txf
t
m

txftx
t
1

txf
t
m

1m1mx

p

1k
k1m1m k





  . 

Deci existã C IR astfel ca ö(t) = C, pentru orice t  D. Atunci C=(1)= f(x)= t-mf(tx), 
adicã: f(tx) = t

mf(x); în consecinþã f este o funcþie omogenã cu gradul de omogenitate 

m. 
Notaþii.    Sã notãm: 

 1

k

p

1k
k

k

p

1k
k x

x    sau    ,
x

x 




















  

operatorul de ridicare formalã la puterea întâi care ataºeazã oricãrei funcþii f de clasã 

C1 pe A  IRp funcþia: 

k

p

1k
k x

f
x







. 

Notãm cu: 
 

ji

2p

1i

p

1j
ji

2

k

p

1k
k xx

xx
x

x

















 

 

operatorul de ridicare formalã la puterea a II-a care ataºeazã oricãrei funcþii f  C2(A) 
funcþia: 

ji

2p

1i

p

1j
ji xx

f
xx





 

 

ºi în general cu: 
 n

k

p

1k
k x

x 














,    n  IN* 

operatorul de ridicare formalã la puterea a n-a care ataºeazã unei funcþii fCn(A) 
funcþia: 

 
   

p

1i

p

1i iii

np

1i
iii

1 2 n21n

n21 x...xx
f

x,....,x,x... . 

Observãm cã dacã f  C1(A) este o funcþie omogenã de gradul m, atunci, conform 

propoziþiei 6:  
 

mff
x

x
1

k

p

1k
k 















. 

Aceastã formulã admite o generalizare pentru funcþii de clasã 
nC  pe A, pentru orice 

nIN*. 
Teorema 7 (identitatea lui Euler). Dacã f nC (A) (n  IN*) este o funcþie 

omogenã de grad m IR atunci: 
 

 ...1mmf
x

x
n

k

p

1k
k 















 f1nm                                                            (*) 

Demonstraþie. Vom arãta identitatea (*) prin inducþie matematicã. Pentru  

n=1 ea este adevãratã, conform propoziþiei 6. Acceptãm cã (*) este adevãratã pentru 

n-1, deci: 



 

 

 

58

g=
 

 ...1mmf
x

x
1n

k

p

1k
k 
















  f2nm                                                      (1) 

Dar: 
 

 
















f
x

x
n

k

p

1k
k

 

g
x

x
1

k

p

1k
k 















                                                                    (2) 

Din consecinþa propoziþiei 5 rezultã cã g, care este o combinaþie liniarã a derivatelor 

parþiale de ordin n-1 ale funcþiei f, este o funcþie omogenã de grad m-n+1; aplicând 

din nou propoziþia 6, din (2) rezultã cã: 
 

f
x

x
n

k

p

1k
k 















= (m-n+1)g , 

iar din (1) rezultã (*). 

Exemplul 25. Fie   zy
z

yx
 ln xz,y,xf 


  ºi  

222 z
2

y
2

xzyx fzfyfxfzfyfxg  +  zxyzxy fzxfyzfxy2  . 

Sã calculãm g(1,1,1). 

Deoarece        ,0,0,0Cf 2  ºi f(tx,ty,tz)=t 2
1

f(x,y,z), pentru orice t0 rezultã 

cã f este o funcþie omogenã de grad m=
2
1

. Din teorema precedentã deducem cã: 

f
2
1

fzfyfx zyx   ºi 

 

f1
2
1

2
1

f
z

z
y

y
x

x
2
































, deci: 

  f
4
1

fzxfyzfxy2fzfyfx zxyzxyz
2

y
2

x
2

222  . 

Prin urmare: 

     22ln
4
1

1,1,1f
4
1

1,1,1g  . 

F. DIFERENÞIALE DE ORDIN SUPERIOR 

Fie f : A  IRp  IRq o funcþie diferenþiabilã în punctul aÅ. Diferenþiala 

funcþiei f în punctul a se mai numeºte diferenþiala de ordinul întâi a funcþiei f în 

punctul a. Ne propunem aici sã introducem, ca în cazul derivatelor parþiale ori a celor 

dupã vectori, diferenþiale de ordin superior pentru funcþia f în punctul a. 
Am constatat cã derivatele de ordin superior se obþin prin derivarea celor de 

ordin mai mic. De exemplu, dacã derivata parþialã 
ixf   este derivabilã în punctul a în 

raport cu variabila jx  atunci 

   a
x
f

x
a

xx
f

ijji

2






















. 
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În schimb dacã f este diferenþiabilã în a atunci fda  este o funcþie liniarã ºi 

 fdd ab = fda  ( vezi exemplul 10 ) pentru orice b  IRp . Prin urmare, în acest context, 

folosirea sintagmei �derivata derivatei de ordin întâi este derivata de ordinul al doilea� 

este perfect justificatã, pe când � subliniem din nou � în acest context, expresia 

�diferenþiala diferenþialei de ordinul întâi este diferenþiala de ordinul al doilea� nu are 

acoperire logicã. 
Pe de altã parte, dacã f este diferenþiabilã pe A putem considera funcþia: 
d f : A x IRp → IRq    hfdhx, , x , 

deci funcþia care asociazã cuplului (x,h) A x IRp diferenþiala în xA a funcþiei f 

calculatã în h IRp ( adicã o funcþie de 2p variabile ); fixând h IRp obþinem restricþia 

acestei funcþii: 
  A:hdf  IRq ,xdx�(h), 

restricþie care ne permite sã introducem diferenþiala de ordinul al doilea a funcþiei f în 

a. 
Definiþia 10. Fie A:f  IRp → IRq o funcþie diferenþiabilã în punctul aA. 

Dacã pentru orice h IRp funcþia:   
df(h):A→ IRq  hfd x, x                                 (*) 

este diferenþiabilã în a spunem cã f este diferenþiabilã de douã ori în a, iar diferenþiala 

acestei funcþii calculatã în h IRp,    hhdfda  se noteazã cu  hfd2
a ; funcþia 

:fd2
a  IRp → IRq, h  hfd2

a  
se numeºte diferenþiala de ordinul al doilea ( diferenþiala a II �a ) a funcþiei f în 

punctul a. 
Teorema 8. Funcþia diferenþiabilã A:f  IRp → IRq este diferenþiabilã de 

douã ori în punctul aA dacã ºi numai dacã derivatele parþiale de ordinul întâi ale lui f 

sunt diferenþiabile în a. În acest caz: 

  ji
ji

2p

1j

p

1i

2
a dxdxa

xx
f

fd



 



. 

Demonstraþie. 1. Dacã f este diferenþiabilã de douã ori în punctul a aplicaþia 

(*) este diferenþiabilã ºi pentru ieh  , i= p,1 , adicã aplicaþia    x
x
f

efdx
i

ix



        

(care este chiar funcþia 
ixf  ) este diferenþiabilã în a, conform definiþiei 10. În plus: 

   khdfda =  khfd i

p

1i
xa i 












=   ji

p

1i
xx

p

1j

khaf
ji 












,   deci: 

      ji
ji

2p

1j

p

1i
a kha

xx
f

khdfd



 



                                                                (1) 

pentru orice  p1 h,...,hh  ,   p1 k,...,kk  IRp. Punând h=k obþinem diferenþiala a II�a 

a funcþiei f în a calculatã în h: 

    ji
ji

2p

1j

p

1i

2
a hha

xx
f

hfd



 



                                                                        (2) 

sau folosind funcþiile proiecþii p,1i,dx i  , cum       p1,j,i,hhhdxhdxhdxdx jijiji  ,  

din (2) obþinem diferenþiala a II �a a funcþiei f în a: 
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  ji
ji

2p

1j

p

1i

2
a dxdxa

xx
f

fd



 



                                                                        (3) 

 
2. Dacã derivatele parþiale de ordinul întâi sunt diferenþiabile în a, atunci 

pentru un h=  p1 h,....,h  IRp  arbitrar, dar fixat, combinaþia liniarã: 

  p
p

1
1

h
x
f

.....h
x
f

hdf








  

 
este de asemenea diferenþiabilã în a, adicã funcþia (*) din definiþia 10 este 

diferenþiabilã în a, pentru orice h  IRp; în consecinþã, f este diferenþiabilã de douã ori 

în a. 
Observaþii ºi notaþii. În cazul în care q = 1, formula (1) defineºte o formã 

biliniarã a cãrei matrice este: 

     a
xx
f

aH
p,1j,iji

2

f




















  

numitã hessiana funcþiei f în punctul a.  În cazul în care f  C2(A), conform teoremei 
lui Schwarz, hessiana funcþiei f în punctul curent x  A, Hf(x), este o matrice 
simetricã ºi, în acord cu teoremele 8 ºi 5, funcþia f este diferenþiabilã de douã ori în 

orice x  A; în acest caz, formula (2) indicã faptul cã fd 2
a   este o formã pãtraticã 

pentru orice a  A (adicã un polinom omogen în sens Euler, cu gradul de 
omogenitate m = 2). Prin abuz de limbaj vom spune cã  fd 2

a   datã de formula (3) 

este o formã pãtraticã în proiecþiile dx1,.....,dxp . 
2. Notãm cu: 

p
p

2
2

1
1

k

p

1k k

dx
x

...dx
x

dx
x

dx
x

d






















 

operatorul de diferenþiere care asociazã unei funcþii diferenþiabile f diferenþiala sa 

totalã: 

p
p

2
2

1
1

dx
x
f

...dx
x
f

dx
x
f

df













 . 

Acest operator ne permite sã dãm o regulã formalã de calcul a diferenþialelor de 

ordin superior. 
Operatorul diferenþial de ordinul al doilea: 
 

 

ji

p

1i

p

1j ji

2
2

p
p

1
1

2 dxdx
xx

dx
x

...dx
x

d 
  


























  

reprezintã ridicarea formalã la puterea a doua a operatorului d ºi asociazã unei  

funcþii f  C2(A)  diferenþiala sa de ordinul al doilea în punctul curent x  A: 

ji

p

1i

p

1j ji

2

dxdx
xx

f
fd 

  


  

În general, operatorul diferenþial de ordinul  n  IN: 
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 

n1

1 n n1

ii

p

1i

p

1i ii

n
n

p
p

1
1

n dx...dx
x...x

...dx
x

...dx
x

d  
  


























  

înseamnã ridicarea formalã la puterea a n-a a  operatorului d ºi asociazã unei  funcþii 

f  Cn(A) diferenþiala de ordinul n (diferenþiala a n-a) a funcþiei  f  în punctul curent  

xA, adicã: 

n1

1 n n1

ii

p

1i

p

1i ii

n
n dx...dx

x...x
f

....fd  
  


 . 

Cum proiecþiile dx1,...,dxn sunt funcþii liniare, rezultã cã: 
  

n1n1 ii
n

ii h...htthdx....dx   ºi    hfdtthfd n
a

nn
a  ,  

pentru orice h  Rp ºi orice t  0; deci pentru q = 1 diferenþiala de ordinul n a funcþiei f 

în punctul a  A este un polinom omogen în sens Euler în proiecþiile p1 dx,...,dx , cu 

gradul de omogenitate m = n, sau formã n-arã. 
3. Pentru calculul diferenþialelor de ordin superior de multe ori este de 

preferat sã utilizãm o regulã de calcul formal care rezultã din definiþia 10 ºi teorema 

8. De exemplu, dacã f  C2(A) obþinem diferenþiala a II-a în punctul curent x  A 
astfel: 
- calculãm diferenþiala totalã df; 
- considerãm în df proiecþiile constante (deci  d(dxi) = 0,  p,1i  ) ºi diferenþiem df: 

    fddxdx
xx
f

dxfddxfddfd 2
ji

p

1i

p

1j ji

2

i

p

1i
x

p

1i
ix ii














 

 

. 

Dacã f C3(A) pentru calculul diferenþialei a III-a procedãm la fel: în fd2  considerãm 

proiecþiile constante ºi diferenþiem: 

)dxdx
xx
f

(d ji

p

1i

p

1j ji

2


  


=   ji

p

1i

p

1j
xx dxdxfd

ji
 

 = fddxdxdx
xxx

f 3
kji

p

1i

p

1j kji

3p

1k






  

 

Analog pocedãm pentru calculul diferenþialelor de ordin n3. 
Exemplul 26. Sã calculãm  fd 0,0

2  pentru funcþia   x2y2 eyexy,xf  . Cum 
 

2
2

22
2

2

22

2 dy
y

f
dxdy

yx
f

2dx
x

f
fdy

y
dx

x
fd
































 ,  iar    x2y

x eyxe2y,xf  , 

  ,eye2y,xf x2y
x2      ,ye2xe2y,xf xy

xy      ,ye2exy,xf xy2
y    

  ,e2exy,xf xy2
y2  obþinem diferenþiala a II-a în punctul curent: 

      2xy2xy2x2y2 dye2exdxdyyexe4dxeye2fd     ºi      22
0,0

2 dydx2fd  ; 

prin urmare  fd 0,0
2  este o formã pãtraticã pozitiv definitã. 

Exemplul 27. Sã calculãm, cu ajutorul procedeului formal descris mai sus 

   y,xfd 1,1
n  pentru nIN*, unde   1yxy2xy,xf 223  . În diferenþiala totalã : 

dy y2dy xy4dxy2dxx3df 22   
considerãm x,y variabile, iar dx, dy constante ºi diferenþiem. Obþinem: 

  222222 dy2x4ydxdy8xdx6dy2dy x4dy dx y4dy dx y4xdx6fd 

Prin acelaºi procedeu: 
232233 dxdy12dx6dxdy4dxdy8dx6fd   ºi 0fdn

 , pentru n  4. Prin 
urmare cum dx(x, y) = x ºi dy(x, y) = y, rezultã cã: 
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    y2x5y2y4y2x3y,xfd 1,1  ,     22
1,1

2 y2xy8x6y,xfd  , 

    23
1,1

3 xy12x6y,xfd   ºi     0y,xfd 1,1
n    pentru  n  4. 

Exemplul 28. Sã determinãm hessiana funcþiei f(x, y) = ln (x + y) în punctul 

curent (x, y)   IR*
+ x IR*

+ prin intermediul diferenþialei a II-a calculatã formal. 

Deoarece : 2
2yxy

2
2x

2 dyfdxdyf2dxffd  ,  pentru a determina   y,xHf  avem 

nevoie de coeficienþii funcþiilor 
22 dy  ºi dxdy  ,dx . Cum df

yx
dydx




 , iar 

 
 2

2
2

yx

dydx
 fd




  rezultã cã:  

  











1     1

1     1

yx

1
 y,xH

2f . 

G. ELEMENTE DE CALCUL DIFERENÞIAL ÎN TEORIA 
CÂMPURILOR 

Fie spaþiul vectorial euclidian IR3 raportat la sistemul ortogonal de axe Oxyz 
cu versorii i , j , k  (sau IR2 raportat la sistemul ortogonal de axe Oxy, cu versorii i , 

j ). Reamintim cã o funcþie f : A  IR3  IR se numeºte câmp scalar (cazul p=3, q=1) 
iar o funcþie vectorialã de componente scalare P, Q, R (cazul p=3, q=3) notatã 

kRjQiP V  :  (P, Q, R : A  IR) se numeºte câmp vectorial (vezi definiþia 14, 

cap. 1); vom scrie uneori f(x, y, z)=f(M)=f( r ), respectiv V (x, y, z) = V ( r ) = V (M) 
unde r  = x i  + y j  + zk  este vectorul de poziþie al punctului curent  M(x, y, z), (x, y, 

z)A; r va desemna norma vectorului r , adicã  
222 zyxr  ;  prin abuz de 

limbaj ºi notaþie identificãm mulþimea vectorilor din IR3 cu IR3; de asemenea vom 
scrie uneori M(x, y, z) A în loc de (x, y, z)A. Dacã  f  C1 (A) este un câmp scalar 

atunci grad f = k
z
f

j
y
f

i
x
f

f













   este  un câmp vectorial asociat câmpului scalar 

f.  În plus notând cu  d r = dx i  + dy j  + dzk  diferenþiala vectorului r , 

rdfdz
z
f

dy
y
f

dx
x
f

df 













 , 

adicã diferenþiala totalã a câmpului f este egalã cu produsul scalar euclidian dintre 

gradientul câmpului f ºi diferenþiala vectorului de poziþie. În continuare vom introduce 

ºi alte câmpuri scalare ºi vectoriale asociate unor câmpuri ºi vom analiza unele 

proprietãþi ale acestora . 

 

Câmpuri scalare 
Fie f : A  IR3  IR un câmp scalar. Un asemenea câmp se mai numeºte 

câmp staþionar. (cum ar fi spre exemplu potenþialul unui câmp electric, câmpul 

presiunilor în punctele unei plãci, ori câmpul temperaturilor unui corp). În unele 

probleme practice se considerã câmpuri scalare de patru variabile x,y,z,t, cea de a 

patra indicând timpul în punctul M(x,y,z); asemenea câmpuri se numesc câmpuri 

nestaþionare. În cele ce urmeazã vom analiza doar câmpurile staþionare. 
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Definiþia 11. Fie   Ac,b,a  . Locul geometric al punctelor M(x,y,z)A care 
verificã ecuaþia: 

S: f(x,z,y)=f(a,b,c) 
se numeºte suprafaþa de nivel (respectiv, pentru p=2, C:f(x,y)=f(a,b) � curbã de nivel) 
care trece prin  c,b,aM0  ( respectiv  b,aM0 )A IR2 ). 

Dacã 10MMs  este un versor, unde  1111 c,b,aM  IR3, iar M(x,y,z) este 

punctul curent din A situat pe segmentul  M,M0 , atunci limita: 



   
 0

0

1M0MM
0MM M,Md

MfMf
lim







l , 

dacã existã, se numeºte viteza de variaþie în 0M  a câmpului f dupã direcþia s . 
 
 
 

 

 

       

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Sã remarcãm cã dacã versorul s  are cosinuºii directori cos, cos, cos, 
atunci M(x,y,z)  M,M0 , dacã ºi numai dacã: 

x=a+t cos, y=b+t cos, z=c+t cos, d  M,M0 =t ºi 0MM   t→0. Atunci: 

f
t
1

lim
0t

l ( a+t cos, b+t cos, c+t cos)-f(a,b,c)]=  c,b,a
s

f




, 

deci viteza de variaþie a câmpului f în 0M  dupã direcþia s  coincide cu derivata funcþiei 
f în (a,b,c) dupã vectorul s ; vom folosi notaþiile 

 c,b,a
s

f




= (

x
f



cos +

y
f



 cos+

z
f



 cos)( 0M )=grad f( 0M ) s =f s  ( 0M ). 

Deoarece în IR3 produsul scalar dintre doi vectori coincide cu produsul normei unuia 
dintre vectori cu norma proiecþiei celuilalt, putem scrie: 

 

 

 c,b,a
s

f





 

x 

z 

s  

 f( 0M ) 

0M  
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 c,b,a
s

f




=   cosc,b,af grad , unde   este unghiul dintre  c,b,af grad  ºi s . 

Dacã f  c,b,a 0 atunci direcþia s  dupã care derivata  c,b,a
s
f



 are valoare maximã 

se obþine pentru  =0: 

s
max  c,b,a

s
f




=  c,b,af grad , 

adicã s  are direcþia ºi sensul gradientului lui f în (a,b,c); altfel spus  viteza de variaþie 

a câmpului f  în 0M este maximã dupã direcþia gradientului în acest punct.. 

Sã mai remarcãm cã dacã f este diferenþiabilã în (a,b,c)Å atunci ecuaþia: 

   cz,by,axfd c,b,a  =f  c,b,a d r  cz,by,ax  =0 este ecuaþia 

planului tangent în 0M  c,b,a  la suprafaþa de nivel ce trece prin 0M , iar gradientul 

câmpului f în 0M , dacã f  c,b,a 0, este un vector normal al acestui plan. 

 
Câmpuri vectoriale 
Fie kz),y,R(xjz),y,Q(xiz),y,P(xz),y,(xv  un câmp vectorial 

A:v IR3
IR3. Un asemenea câmp (cum ar fi câmpul magnetic, câmpul electric, 

câmpul vitezelor în punctele unui corp în miºcare etc.) se mai numeºte câmp 

vectorial staþionar. 
Definiþia 12. Numim linie de câmp a câmpului v  o curbã din A în punctele 

cãruia vectorul v  este tangent la aceastã curbã. 
Exemplul 29. Dacã v  reprezintã un câmp electric al unei sarcini punctuale, 

liniile de câmp ale acestuia sunt reprezentate de razele care pornesc din punctul 

sursã; în cazul câmpului magnetic generat de un magnet, liniile de câmp sunt curbe 

care pornesc de la un pol la celãlalt; liniile de câmp ale câmpului staþionar al vitezelor 

unui fluid aflat în curgere reprezintã traiectoriile de miºcare ale particulelor fluidului 
(liniile de curent). 

Observaþia 1. Fie kRjQiPv   : A  IR3
 IR3  ºi   : x = x(t) , y = y(t) ,  

z = z(t) , t  I, o curbã situatã în A reprezentatã parametric. Conform definiþiei 12, 

curba  este o linie de câmp dacã funcþiile x, y, z sunt derivabile iar 
k(t)z'j(t)y'i(t)x'T   este tangent în punctul M(x(t), y(t), z(t)) la , t  I, adicã : 

0rdv   (ecuaþia vectorialã a liniilor de câmp) sau 
R
zd

Q
yd

P
xd

  (ecuaþiile 

diferenþiale ale liniilor de câmp). 
Observaþia 2. Fie s  un versor ºi M0(a, b, c)  A. Atunci derivata câmpului v  

în punctul M0 dupã direcþia s  este : 

k)(M
s
P

j)(M
s
P

i)(M
s
P

)(M
s
v

0000


















 

iar în punctul curent al domeniului A, când (A)Cv 1 : 

k
s
P

j
s
P

i
s
P

s
v



















 

sau, folosind operatorul k
z

j
y

i
x 












 , 
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 vs
s
v





. 

Definiþia 13.  Fie )A(Cv 1  ºi M0A. Scalarul : 

       0000 M
z
R

M
y
Q

M
x
P

Mvdiv













  

sau, cu operatorul lui Hamilton,  0Mv , se numeºte divergenþa câmpului 

k Rj Qi Pv   în M0  A, iar câmpul scalar definit în punctul curent din A prin : 

z
R

y
Q

x
P

vvdiv













  se numeºte divergenþa câmpului v  pe A . 

Vectorul 

k)M(
y
P

x
Q

j)M(
x
R

z
P

i)M(
z
Q

y
R

)M(vrot 0000 




















































  

se numeºte rotorul câmpului v  în M0 , iar câmpul vectorial definit în punctul curent 

din A prin k
y
P

x
Q

j
x
R

z
P

i
z
Q

y
R

vrot 




















































  se numeºte rotorul 

câmpului v  pe A . Folosind din nou operatorul �nabla� ºi definiþia produsului vectorial 

putem scrie simbolic : 

RQP

zyx

kji

vvrot











  

Câmpul vectorial v  se numeºte solenoidal dacã 0vdiv   pe A; dacã 

0vrot  pe A spunem cã v  este un câmp irotaþional.  Dacã existã douã câmpuri 
scalare   C1(A) ( neconstant) ºi F  C2(A) astfel ca F gradv   spunem cã v  
este un câmp biscalar. Menþionãm, fãrã demonstraþie, urmãtoarele teoreme: 

Teorema 9. Câmpul )A(Cv 1 este solenoidal dacã ºi numai dacã existã 

)A(Cw 2 astfel ca wrotv   . Câmpul w  se numeºte potenþial vectorial al câmpului 

solenoidal v . 
Teorema 10. Câmpul v  este irotaþional dacã ºi numai dacã existã un câmp 

scalar   C2(A) astfel încât  gradv . Câmpul  se numeºte potenþial scalar al 
câmpului irotaþional v . 

Observaþie. A determina câmpul  este echivalent cu a rezolva sistemul 
R,Q,P '

z
'
y

'
x  ; cum  drdgradrdv , se poate arãta cã dacã (a,b,c) 

A atunci : 

          

x

a

y

b

z

c

Kdzz,b,aRdyz,y,aQdxz,y,xPz,y,x ,  

unde K este o constantã arbitrarã. 
Definiþia 14. O suprafaþã generatã de linii de câmp ale unui câmp vectorial  

se numeºte suprafaþã de câmp. 
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Teorema 11. Fie )A(Cv 1 . Atunci : 
(a) v  este biscalar dacã ºi numai dacã 0vrotv   
(b) dacã v  este biscalar ºi F gradv   atunci suprafeþele de ecuaþii F = k 

sunt ortogonale pe liniile de câmp. 
(c) dacã existã o familie de suprafeþe Sk (k  IR) ortogonale pe liniile de  

câmp ale câmpului v , atunci v  este irotaþional sau biscalar. 
Exemplul 30. Vectorul de poziþie r  este irotaþional ºi 3rdiv  . Într-adevãr : 

__

_____

____

0

zyx

zyx

kji

rrrot 










  

 

ºi 0
z
z

y
y

x
x

rrdiv
____















 . 

Observaþie. Dacã f, g  C1(A) sunt douã câmpuri scalare ºi )A(Cw,v 1  
sunt douã câmpuri vectoriale, regulile de derivare studiate se transmit operatorului  
astfel: 

(a)     g gradf gradgfgfgfgrad   
 
(b)     wdivvdivwvwvwvdiv   
 
(c)         wrotvrotwvwvwvrot   
 

(d)         
s
g

s
f

gsfsgfsgf
s 












 

 

(e)         
s
w

s
v

wsvswvswv
s
__ 












 

(f)   f grad)f('Uf)f('U)f(U)f(U grad   
 
(g)     f grad gg gradffggfgfgfgrad   

(h)     Ape0z,y,xgdacã,gffg
g
1

g
f

g
f

grad
2


















 

(i)         vdivfvfgradvfvfvfvfdiv   
 
(j)     vrotfvfgradvfvfvfvfrot   

pentru orice ,   IR, orice vector 0s   ºi orice funcþie U : B = f(A)  IRIR , 
UC1(B). 
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Regula sãgetãrii (operatorul  aplicat unui produs). 
Am vãzut cã dacã f, g  C1(A) atunci: 
  gffggf  . 

Remarcãm faptul cã în urma aplicãrii operatorului  produsului de câmpuri scalare 

obþinem o sumã ai cãrei termeni sunt: 
fg  , sau  gf  , unde g este considerat constant ºi 
gf  , sau  gf  , unde f este considerat constant , 

sau, dacã marcãm cu o sãgeatã câmpul considerat variabil : 

  




















gfgfgf . 

Practic aceastã constatare este aplicabilã oricãror produse (corect definite!) de 

câmpuri ºi este numitã regula sãgetãrii ; ea ne permite sã calculãm, fãrã a memora, 

gradientul, divergenþa, respectiv rotorul unor produse, þinând seama de dublul 

caracter al operatorului k
z

j
y

i
x 












  : cel vectorial ºi cel diferenþial. 

Exemplul 31. Dacã v,f  sunt câmpuri de clasã C
1, atunci : 

    vfvfvfvfvf 




















, 

deci     vdivfvfgradvfdiv   ºi   vfvfvfvfvf 


, 
adicã   vrotfvf gradvfrot  . 

Exemplul 32. Sã calculãm divergenþa ºi rotorul câmpului wv   unde 

)A(Cw,v 1 . Reamintim cã produsul mixt are proprietãþile : 

       c ,a ,bb  ,a ,cc ,b ,acba  . 
Atunci : 

  
























































w,,vv,,ww,v,w,v,wvwvwv

        wvvw  , 
deci   wrotvvrotwwvdiv  . Pentru calculul rotorului reamintim cã produsul 

vectorial este anticomutativ, iar dublul produs vectorial verificã regula lui Gibbs : 

      cbabcacba   . Atunci : 

          vww vwvvwvwwvwv 




















, 

deci      vwdiv
v
w

wvdiv
w
v

wvrot 








 . 

Exemplul 33. Dacã )A(Cw,v 1 atunci : 

 
w
v

vrotw
v
w

wrotvwvgrad








                                                 (*) 

Într-adevãr, folosind tehnica sãgetãrii, obþinem : 

  




















wvwvwv   ; 

folosind regula lui Gibbs : 
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     cbacbabca   
rezultã cã : 

   wvwvwv 











    ºi 

   vwvwwv 











, 

de unde rezultã formula (*). 
Exemplul 34. Sã calculãm div(grad f), unde f  C2(A). Deoarece  

__
'
z

__
'
y

_
'
x kfjfifffgrad   obþinem : 

2

2

2

2

2

2

z
f

y
f

x
f

)f()fgrad(div













  , sau ff2  , unde 2

2

2

2

2

2

zyx 












  

este operatorul lui Laplace. Câmpul f se numeºte armonic dacã f = 0. De exemplu, 

câmpul electrostatic 
r
a

)r(f  , unde 



4

q
a  , este armonic. Într-adevãr, cum 

r
r

rr grad   ºi 3rdiv  , avem : 

322 r
r

a
r
r

r
a

r
r
a

f   ºi 

0
r
1

3r
r
r

r
3

ar
r
1

r
r
1

af 3433 
























































. 

Exemplul 35. Sã arãtãm cã 
3r
r

bR   , unde 



4

q
b  (câmpul electric) este 

un câmp vectorial solenoidal, irotaþional ºi armonic.  

Deoarece 0
r
3

r
r
r

r
3

br
r
1

r
r
1

bRdiv 3433 
























































, câmpul R  este 

solenoidal; 

0r
r
r

r
3

br
r
1

br
r
b

r
r
b

Rrot
4333






 , deci câmpul R  este 

irotaþional. Prin urmare 0Hrot rotHdiv gradR  , deci câmpul R  este armonic. 

H. EXERCIÞII 

Exerciþiul 1. Sã se demonstreze cã dacã A, B  IRp atunci : 

(a) 


BABA   

(b)  BAintBA 


 

(c)  BA intBA 


 

(d) 


AAint  . 



 

 

 

69

 
Exerciþiul 2. Sã se determine interiorul mulþimilor: 

(a)  b,a  IR, unde a < b 

(b) {(x,y)  IR2 | x2 + y2 
≥ 1 }∩{ (x,y)  IR2 | x2 + y2 

≤ 2x } 

(c) {(x,y,z)  IR3, 1
9
z

4
y

x
22

2  } 

(d) { (x,y,z)  IR3|x2+y2+z2 = 1} . 
 

Rãspuns. (a) (a, b) ; ( b) { (x,y)  IR2|1 < x2+y2 < 2x }; (c) {(x,y,z)  IR3, 

1
9
z

4
y

x
22

2  } ;  (d)  . 

Exerciþiul 3. Sã se arate cã funcþia f : IR3  IR , 




















0zyxdacã,0

0zyxdacã,
zyx

xy

)z,y,x(f

222
222

 

este derivabilã parþial dar nu este continuã. 

Exerciþiul 4.   Sã se arate cã dacã f : A = (0, )  (0, 2)  IR  IR3 ,         
f(, , z)= (x, y, z), unde x = acos , y = bsin, este funcþia care realizeazã 

trecerea la coordonate cilindrice generalizate (a, b  IR*), atunci f  C1(A) ºi 




ba
)z,,(D
)z,y,x(D

. 

Exerciþiul 5. Sã se arate cã dacã  

f : A = (0, )  (0, 2)  (0, )  IR3 ,  f(r, , ) = (x, y, z), 

unde x = a r cos sin  ,  y = b r sin sin  ,  z = c r cos   (a, b, c  IR*) este funcþia 

care realizeazã trecerea la coordonate sferice generalizate,  

atunci )A(Cf 1  ºi 


sinrcba
),,r(D
)z,y,x(D 2 . 

Exerciþiul 6. Sã se demonstreze cã   zyx
445

13

e1zx
zyx

f 





,  

unde   zyxezx)z,y,x(f  . 

Exerciþiul 7. Sã se arate cã    0,21,1
v

f
__ 




, unde 











y
x

tg,yx)y,x(f 22 , iar jiv  . 

Exerciþiul 8. Sã se demonstreze cã    kji
5
1

1,1,1f grad  , unde 

   222 zyxarctgz,y,xf  . 
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Exerciþiul 9.    Sã se arate cã     61,1,1
v

f
,v21,1,1f grad __ 




 , 

  6z,y,x
v

f
__

2

2






 ºi   0z,y,x

v

f
__

n

n






pentru n>2, unde 222 zyx)z,y,x(f   ºi 

kjiv   . 
Exerciþiul 10. Sã se demonstreze cã funcþia : 





















0yx,0

0yx,
yx

z

)z,y,x(f
22

22

22

 

nu este diferenþiabilã în (0, 0, 0) ºi cã  dz2dydx
4
2

fd )1,1,1(   . 

Exerciþiul 11. Sã se arate cã dacã f  C1(IR), iar    22 yxfy,xz   , atunci 

yx zxzy   . 

Exerciþiul 12. Sã se demonstreze cã dacã f, g  C2(IR) ºi  











y
x

g)xy(f)y,x(h ,  y0, atunci : 

'fyx
y

hy
x

hx   ºi   "gxy
y
1

"f)x3y(y'fx2hyhx2h 2
3

2
yxyx 22  . 

Exerciþiul 13. Sã se arate cã  
  )0,0(g)0,0(g1,1fd '

v
'
u)0,0(   ºi   )0,0(g92,1fd "

v
2

)0,0( 2 ,  

unde f(x, y) = g(u, v) ,   u(x, y) = 2x � y ,  v(x, y) = 2 y � x  ºi  g  C2(IR2) . 
 

Exerciþiul 14. Fie f funcþia definitã la exerciþiul 10. Sã se arate cã în punctul 

(1,-1,1) funcþia zyx fff   ia valoarea 
2
2

 iar  zxyzxyzyx
fff2fff 222   ia 

valoarea 0. 
Exerciþiul 15. Sã se demonstreze cã  

 )0,0,0(g2)0,0,0(g)0,0,0(g2)0,1(fd "
w

'
v

'
u

2
)0,0( 2  , 

unde g  C2(IR3),  f(x,y) = g(u,v,w),  u(x, y) = x2+y2,  v(x,y) = x2
�2y  ºi w(x,y) = y

2
�2x . 

Exerciþiul 16. Fie z = f(u, v) , f  C2(IR2), unde 
y
x

)y,x(u   ºi v(x, y) = xy .  

Sã se arate cã:    1,1f41,1f2)1,1(zd "
v

'
v

2
)1,1( 2 . 

Exerciþiul 17. Fie g  C2(IR3) o funcþie omogenã în sens Euler de grad 

2
1

m   ºi  4 884422 yx,yx,yxg)y,x(f  .  

Sã arate cã fyfxf '
y

'
x   ºi 0fyxyf2fx "

y
2"

xy
"
x

2
22  . 

Exerciþiul 18. Fie f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 , M(1, 1, 1) ºi kjiv  . 
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Sã se arate cã :  
(a) suprafaþa de nivel care trece prin M admite ca tangente planele de ecuaþii  

x + y + z =  3 
(b) grad f(M) = v2  

(c) 6)M(
v

f
__






 

(d) 32)M(
s

f
__ 




 , pentru orice versor kcosjcosicoss   

(e) 6f   

(f) rot (grad f) = 0 . 
 
Exerciþiul 19. Printr-un conductor liniar trece un curent I care determinã în 

jurul sãu un câmp magnetic de intensitate rI
d
2

H
2

__

 , unde hII   este vectorul de 

curent, r  este vectorul de poziþie al punctului M(x, y, z), iar d este distanþa de la 

conductor la M. Sã se arate cã H  este un câmp irotaþional. 
Exerciþiul 20. Fie câmpul scalar : 

)xz,xy(gyzx
2
1

)zy(x
6
1

x
12
1

)z,y,x(f 234
 ,  

unde g  C2(IR2), kjia   ºi )f grada(gradv   ºi punctul P(1, 1, 1). Se cere : 

(a) sã se determine g astfel ca kxyjzxiyzv   

(b) sã se calculeze )P(
a
v




 

(c) sã se scrie ecuaþiile liniilor de câmp ale câmpului v  
(d) sã se arate cã v  este solenoidal, irotaþional ºi armonic 
(e) sã se determine potenþialul scalar al câmpului v . 

Rãspuns: (a) g  C2(IR2)  ;  (b) a2   ;  (c) 
xy
dz

zx
dy

yz
dx

  ;  

(e) Kxyz)z,y,x(  , K  IR . 

Exerciþiul 21 . Fie )A(Cv 2 . Sã se arate cã :  

(a) v rot rotv div grad
z
v

y
v

x
v

v 2

2

2

2

2 













  

(b) 0v rot div  . 

Exerciþiul 22. Sã se determine a  IR astfel încât rrv a   sã fie un câmp 

armonic. 

Rãspuns. a  {3, 0}. 
 
Exerciþiul 23. Sã se arate cã urmãtoarele câmpuri sunt biscalare : 
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(a)   kxyjxzixyzv 2   

(b) kyjziyv 2   

(c) k)xy1(j)xz(xi)yz1(v   

(d) kz2jy2i)1xz2xy2x2(v 222   

(e) k)e1(xjxzei)e1(zv yyy   

(f) )ba(r2r)r,b,a(v 2   

unde b,a  sunt vectori constanþi. 

Exerciþiul 24. Sã se arate cã derivata funcþiei 














0x dacã   ,   0

0x dacã   ,
x
y

)y,x(f

2

       

în orice punct al elipsei de ecuaþie 2x
2 + y2 = 1 dupã direcþia normatei la elipsã în 

acel punct este nulã. 
Exerciþiul 25.  Sã se arate cã  

  k)z2yx(xyj)zy2x(zxizyx2yzv   
este un câmp irotaþional ºi sã se determine potenþialul scalar al acestui câmp. 

Rãspuns.     Kzyxxyzz,y,x  . 
 
Exerciþiul 26. Sã se determine potenþialul scalar  al câmpului gravitaþional 

r
r
m

v
3

  creat de masa m situatã în originea axelor de coordonate ºi sã se arate cã 

 este un câmp armonic. 

Rãspuns .  (r) = 
r
m

 . 
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TRANSFORMÃRI PUNCTUALE 

În acest capitolul vom analiza câteva proprietãþi fundamentale ale aplicaþiilor 

de clasã C
1 de forma f = (f1, � , fq) : A  IRp  B  IRq numite transformãri 

punctuale. Am constatat cã asemenea funcþii � fiind diferenþiabile � admit o 
liniarizare localã în sensul cã într-o vecinãtate a unui punct a  A putem aproxima 
creºterea f(x) � f(a) cu ajutorul aplicaþiei daf, adicã f(x)  f(a) + daf(x-a), unde 
transformarea liniarã daf am exprimat-o cu ajutorul bazei duale {dx1, � , dxp}  IRp*. 
Aceastã constatare ne va permite sã transmitem unele proprietãþi ale aplicaþiilor 

liniare funcþiei f. De exemplu, vom arãta cã dacã r este rangul matricii jacobiene Jf(a) 
(proprietate care dã informaþii asupra aplicaþiei liniare daf) ºi rq  p, atunci într-o 
vecinãtate a punctului a, q � r dintre componentele scalare f1 , � , fq se exprimã cu 

ajutorul celorlalte r componente (teorema dependenþei funcþionale). 
Toate funcþiile analizate pânã acum au fost date sub formã explicitã, în 

sensul cã pentru orice x  A unicul y  B pentru care f(x) = y era prezentat ca 
rezultatul compunerii unor funcþii elementare. Aici vom studia funcþii pentru care y nu 

este dat sub formã explicitã ci ca soluþia localã � adicã în vecinãtatea V a unui punct 

a fixat � a unei ecuaþii funcþionale de forma g(x, f(x)) = 0, x  V; vom spune în acest 

caz cã f este definitã implicit (local!) de ecuaþia g(x, y) = 0. De asemenea vom indica 

modul în care se pot afla derivatele parþiale în a ale funcþiei f (fãrã a cunoaºte forma 

analiticã f(x) !). 
Folosind aceste rezultate vom extinde metodele cunoscute de schimbãri de 

variabile pentru funcþii de mai multe variabile, metode care vor juca un rol 

fundamental în calculul integral ºi în rezolvarea ecuaþiilor diferenþiale. 

A. TRANSFORMÃRI REGULATE. 

Definiþia 1. Fie A ºi B douã mulþimi deschise din IRp, p1. 

(i) O transformare punctualã bijectivã f : A  B pentru care f1 C1(B) se  
numeºte transformare regulatã (difeomorfism, sau izomorfism diferenþiabil); mai 
spunem cã f realizeazã (stabileºte) o transformare regulatã de la A la f(A)=B. 

(ii) Dacã f : A  IRp este o transformare regulatã de la A la f(A) (deci A ºi f(A)  

sunt mulþimi deschise, f este injectivã, f C1(A)), f1
C1(f(A)) ) spunem cã f = 

(f1,�,fp) este o schimbare de coordonate în (pe) A iar componentele scalare f1, � ,fp 
poartã numele de sistem de coordonate în (pe) A; dacã x  A atunci numerele     
f1(x), � , fp(x) se numesc coordonatele lui x în sistemul de coordonate f1, �,fp. 

Exemplul 1. Funcþia f : (0, )    






 
 ,0,0

2
,0 ,  ),(f  

  sin,cos  care realizeazã trecerea de la coordonatele polare ,  la 
coordonatele carteziene  siny,cosx  este o transformare punctualã 

bijectivã de clasã C
1 (deci o schimbare de coordonate), iar inversa sa definitã prin 
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









x
y

arctg,yx)y,x(f 221  este de asemenea de clasã C
1, realizând 

trecerea de la coordonatele carteziene x, y la coordonatele polare , . Prin urmare f 
ºi f

1 sunt transformãri regulate. 
Observaþie. În capitolul precedent am constatat (vezi teorema 6 ºi 

consecinþele) cã dacã f  C1(A) este inversabilã ºi f
1  C1(B) atunci aplicaþia liniarã 

daf este inversabilã ºi inversa ei este 
1

)a(f fd   (sau, echivalent matricea Jf(a) este 

inversabilã ºi inversa ei este ))a(f(J 1f  , pentru orice a  A. Extindem acest rezultat în 

urmãtoarea teoremã. 

Teorema 1 (de caracterizare a transformãrilor regulate). Fie A, B  IRp douã 

mulþimi deschise ºi f = (f1, f2, �, fp) : A  B o aplicaþie bijectivã de clasã C
1. 

Urmãtoarele afirmaþii sunt echivalente : 
(a) f este transformare regulatã 

(b) f1  C0(A) ºi daf : IR
p  IRp este izomorfism, pentru orice a  A. 

(c) f1  C0(A) ºi 0)a(
)x,...,x(D

)f,...,f(D

p1

p1
 , pentru orice a  A. 

Demonstraþie. Desigur (b)  (c), cãci Jf(a) este matricea aplicaþiei liniare 

fd a în baza canonicã din IRp , iar daf este izomorfism dacã ºi numai dacã matricea sa 

este nesingularã. De asemenea (a)  (b)  (c), conform teoremei 6, cap.2. Rãmâne 

sã dovedim : 

(b)  (a). Cum )A(Cf 01  , trebuie sã mai demonstrãm cã f
1 admite 

derivate parþiale continue. Fie a  A ºi b = f(a). Deoarece f este diferenþiabilã în a 

existã funcþia  astfel ca: 

)x(ax)ax(fd)a(f)x(f a  , pentru orice x  A, iar 0)x(lim
ax




.    (1) 

Fie y = f(x); din (1) rezultã cã   )x(axaxfdby a   ºi, aplicând 

  1
afd   ambilor membri obþinem: 

      ))x((fdaxbyfdax 1
a

1
a 

 .                                (2) 

Fie 1
a )fd(C   (vezi exerciþiul 14, cap. 1) ºi 










C
1

,0 . Atunci existã o 

vecinãtate U a punctului a astfel ca:   
 C)x(fd 1

a , pentru x  U, iar din (2) 

rezultã cã  CaxCbyax , sau : 








C1
C

by

ax
  ,    yb.                                                           (3) 

Notând cu   ))x((fd
by

ax
)y( 1

a1 





 , pentru yb din (3) rezultã cã 

0)y(lim 1
by




, iar (2) devine: 

    )y(bybyfd)b(f)y(f 1
1

a
11


 , 



 75

adicã f
1 este diferenþiabilã în b ºi   1

a
1

b fdfd 
 , pentru orice b  B. Conform 

teoremei 4, cap.2, rezultã cã f
1 este derivabilã parþial pe B. Dar   1

ff
)x(J))x(f(J 1


 ; 

determinantul acestei matrici, conform (c), este nenul pentru orice x  A, iar 
elementele matricii Jf(x) sunt funcþii continue, deoarece f C1(A); prin  urmare  ºi  
elementele  matricii  inverse  sunt  funcþii  continue; în consecinþã f 1 C1(B). 

Observaþie. Se poate arãta cã dacã f este o transformare regulatã de clasã 

Cn atunci ºi inversa f
1  este de clasã C

n, pentru orice n  IN*. 
Urmãtoarea teoremã (a cãrei demonstraþie se bazeazã pe teorema de punct 

fix a lui Banach, dar pe care o omitem) prezintã unul dintre rezultatele fundamentale 
ale analizei funcþiilor de mai multe variabile. 

Teorema 2 (de inversiune localã).  Fie f : A  IRp  IRp de clasã C
1 ºi aA 

pentru care matricea jacobianã Jf(a) este nesingularã. Atunci: 
(a) existã U  A o mulþime deschisã astfel ca a  U ºi f(U) sã fie de  

asemenea deschisã în IRp. 
(b) f realizeazã o transformare regulatã de la U la f(U). 
Consecinþã. Dacã Jf(a) este nesingularã în orice a  A atunci f(G) este o 

mulþime deschisã, oricare ar fi mulþimea deschisã GA (adicã f �transformã deschiºi 

în deschiºi�); în plus, dacã aA, f = (f1, �, fp), iar b = f(a), atunci existã UVa ºi VVb 
astfel încât pentru orice y = (y1, �, yp)  V sistemul de ecuaþii : 

____

ip1i p,1i,y)x...,x(f   

sã aibã soluþie unicã în vecinãtatea U. 
Demonstraþie. Fie G  A o mulþime deschisã ºi b  f(G); atunci existã aG 

astfel ca  f(a) = b  ºi, în acord cu teorema de mai sus, existã o vecinãtate deschisã   

UVa, U  G pentru care f(U) este deschisã, adicã b  f(U)  f(G); deci f(G) este o 
mulþime deschisã. 

Pentru cea de a doua parte aplicãm teorema de inversiune localã : existã 

UVa deschisã, iar f realizeazã o transformare regulatã de la U la V = f(U); aceasta 

implicã exact existenþa ºi unicitatea soluþiei sistemului considerat. 
Exemplul 2.  Funcþia  f : A = (0, )  (0, 2)  (0, )  IR3, definitã prin: 
f(r, , ) = (x, y, z), cu  cosrz,sinsinry,sincosrx  are 

determinantul funcþional 0sinr
),,r(D
)z,y,x(D 2




pe A; prin urmare, conform 

teoremei de inversiune localã, f este o schimbare de coordonate; în particular f(A) 

este o mulþime deschisã din IR3. 
 
Operatori diferenþiali în coordonate curbilinii 
Fie în IR3 reperul ortonormal O, k,j,i  ºi F : A  IR3  IR3 o schimbare de 

coordonate în A; notãm (x, y, z) = F(u, v, w), (u, v, w)  A ºi spunem cã u, v, w sunt 

coordonatele curbilinii ale punctului M(x, y, z); prin abuz de notaþie vom scrie cã x, y, 

z sunt componentele scalare ale funcþiei vectoriale F, deci: 
x = x(u, v, w) , y = y(u, v, w) , z = z(u, v, w) , (u, v, w)  A. 

Atunci vectorul de poziþie al punctului curent din F(A) este : 
k)w,v,u(zj)w,v,u(yi)w,v,u(xr  . 
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Vom presupune cã aplicaþia F defineºte un sistem ortogonal de coordonate curbilinii 

în A, adicã vectorii 
w
r

r,
v
r

r,
u
r

r wvu













  sunt ortogonali doi câte doi ºi 

formeazã un reper direct: 0rrrrrr uwwvvu   ºi vuw rrr  , wvu rrr  , 

uwv rrr   pe A. 

Notãm cu wvu e,e,e  versorii vectorilor wvu r,r,r  ; cu Hu, Hv, Hw notãm 

normele acestor vectorii ºi numim aceste funcþii parametrii lui Lamé. Atunci: 

wwwvvvuuu eHr,eHr,eHr   

iar produsul mixt este: 

 
 
 

0HHH
w,v,uD
z,y,xD

r,r,r wvuwvu  . 

Se aratã cã dacã f  C1(A) atunci : 

w
w

v
v

u
u

e
w
f

H
1

e
v
f

H
1

e
u
f

H
1

f grad













  

iar dacã wvu eReQePv   este un câmp de clasã C
1 pe A : 

     



















 vuuwwv

wvu

HHR
w

HHQ
v

HHP
uHHH

1
vdiv  

RHQHPH

wvu

eHeHeH

HHH
1

vrot

wvu

wwvvuu

wvu











  , 

expresii care definesc gradientul câmpului scalar f, respectiv divergenþa ºi rotorul 
câmpului vectorial v . 

Exemplul 3.  Coordonatele cilindrice , , z introduse prin  cosx  , 
 siny , z =  z definesc un sistem ortogonal pentru care parametrii Lamé sunt 

H=Hz = 1 ºi H =  ; de asemenea coordonatele sferice r, ,  introduse prin 
 sincosrx ,  sinsinry ,  cosrz  definesc un triedru ortogonal, iar 

parametrii Lamé sunt 1H r  ,  sinrH , rH  . 

Exemplul 4. Sã calculãm div v , grad div v , rot grad div v  si rot v , unde 

  esinererv r  este dat în coordonate sferice. 

   
r

cos2
3sinrsinr

rsinr
1

vdiv 23
2























 , 

 






 













 





 esinecos

r
2

r
cos2

3
r
1

e
r

cos2
3

r
vdivgrad r2r , 
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r
2

2

r

2

__

ecosr

sinrsinrr

r

eresinre

sinr

1
vrot 






















  esinr2esinr 22 ,  

iar 
__

0vdivgradrot   conform teoremei 10, cap.2. 

B. FUNCÞII IMPLICITE 

Fie f : E = A  B  IRp  IRq  IRq , p, q  IN*, 


BB,AA   ºi (a,b)  E 
astfel încât f(a,b) = 0. Sã presupunem cã f1, f2, �, fq sunt componentele scalare ale 
funcþiei f; dacã (x,y)  E, unde x = (x1, � , xp)  A ºi y = (y1, � , yq)  B, vom nota 
uneori f(x,y) = f(x1, � , xp , y1 , � , yq). 

Definiþia 2. Dacã existã U  Va ºi V  Vb , U  A, V  B ºi g : U  V astfel 
încât  

f(x,g(x)) = 0, pentru orice x  U,  
atunci funcþia g se numeºte funcþie implicitã definitã de ecuaþia f(x,y) = 0 în raport cu 

variabilele y1,�,yq pe vecinãtatea UVV(a,b); uneori vom spune cã ecuaþia f(x,y)=0 

defineºte implicit funcþia g (pe UV). 
Observaþii. Mulþimea soluþiilor ecuaþiei f(x,y)=0 în sensul definiþiei de mai sus 

este chiar graficul funcþiei g : U  V. În cazul p=q=1 aceastã mulþime are ca 

reprezentare geometricã o curbã din IR2; dacã p=2 ºi q=1 graficul funcþiei g 

reprezintã o suprafaþã din IR3; dacã p=1 ºi q=2 graficul funcþiei g are ca reprezentare 
geometricã o curbã din IR3. 

Apare astfel necesitatea rezolvãrii urmãtoarelor probleme.  
1 Existã o funcþie implicitã g definitã de ecuaþia f(x,y)=0 ? 
2 Dacã existã o asemenea funcþie este ea unicã ? 
3 În caz de existenþã este funcþia g continuã, derivabilã, etc. ? 

Vom rãspunde la aceste probleme în cele ce urmeazã, dând condiþii suficiente 

asupra funcþiei f pentru ca rãspunsurile sã fie afirmative, urmând ca în capitolul 

urmãtor sã dãm ºi condiþii, în cazul q=1, ca funcþia g definitã de ecuaþia f(x,y)=0 sã 

admitã extreme ori sã poatã fi aproximatã cu un polinom. Dar sã analizãm mai întâi 

aceste probleme pe câteva exemple simple. 
Exemplul 5. Ecuaþia f(x,y)=0, unde f : IR  IR  IR, f(x,y) = x3

y1 defineºte 

unic funcþia implicitã g : IR  IR în raport cu variabila y, g(x) = x3
1 în orice 

vecinãtate a lui (a,b) IR2 pentru care f(a,b)=0; aici fC(IR2) ºi gC(IR). De 
asemenea, funcþia 3 1y)y(h  , h : IR  IR este o funcþie definitã implicit de ecuaþia 

f(x,y)=0 în raport cu variabila x pe IR2; în schimb h este doar de clasã C
0, nefiind 

derivabilã în y=1. În fine, luând de exemplu (a,b)=(1,2), restricþia funcþiei h la 

mulþimea (1,) este o funcþie implicitã definitã de ecuaþia f(x,y)=0 în raport cu 

variabila x pe (1,)  IR de clasã C
.  

Exemplul 6. Fie f : E=(-1, 1)  (-1, 1)  IR,  f(x,y)=x2
y2

1. Atunci ecuaþia 

f(x,y)=0 defineºte implicit o infinitate de funcþii în raport cu variabila y; de exemplu 
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funcþiile 
2

1 x1)x(g  ºi 
2

2 x1)x(g  ,  g1,g2 : (-1, 1)  IR sunt de clasã C ºi 
f(x,g1(x)) = f(x,g2(x))=0, pentru orice x(-1, 1), deci ele sunt funcþii implicite definite 

ecuaþia f(x,y)=0 în raport cu variabila y în orice vecinãtate inclusã în E a unui punct 

(a1, b1)  E (respectiv (a2, b2)  E) pentru care g1(a1) = b1 (respectiv g2(a2) = b2). 

Dacã fixãm (a,b)= 








2

1
,

2

1
E atunci ecuaþia defineºte o unicã funcþie implicitã de 

clasã C
 în raport cu variabila y pe E V(a,b) ºi anume funcþia g1. Funcþia  

 
 

 








1,0-x   ),x(g

1,0x   ),x(g
xg

2

1  este, de asemenea, definitã implicit de ecuaþia datã, 

în raport cu y pe E, dar ea nu este nici mãcar continuã. 
Exemplul 7. Ecuaþia x

2  y2  0 defineºte pe IR2 o infinitate de funcþii 
implicite în raport cu y; în schimb pentru (a,b)=(0,0) singurele asemenea funcþii 

continue pe IR sunt g1(x)=x, g2(x)=x, g3(x)=|x| ºi g4(x)= |x|; dintre acestea doar g1 ºi 
g2 sunt de clasã C

 pe IR. 
Exemplul 8. Ecuaþiile x

2  y2  z2 1=0 ºi x2  y2  z2=0 nu definesc nici o 
funcþie implicitã. 

Exemplul 9. Dacã f(x,y)=|x||y| iar (a,b)=(0,0), ecuaþia f(x,y)=0 defineºte o 

infinitate de funcþii implicite în raport cu cu variabila y, printre care g1(x)=x, g2(x)=x, 
g3(x)=|x|, g4(x)= |x|, gk : IR IR, 4 ,1k  ; g1 ºi g2 sunt derivabile iar g3 ºi g4 nu sunt 
derivabile (în a=0).  

Teorema 3 (de existenþã, unicitate ºi derivabilitate a funcþiilor implicite). Fie  
f : E  A  B  IRp

 IRq  IRq. Dacã: 
(i) fCk(E),   k1 
(ii) f(a,b)=0, unde (a,b)E 

(iii) 0)b,a(
)y,...,y(D

)f,...,f(D

q1

q1
  

atunci existã UVa ºi VVb ºi g=(g1,...,gq) : U  V astfel ca  
(a) gCk(U)  
(b) g este funcþie implicitã definitã de ecuaþia f(x,y)=0 în raport cu  

variabilele y1,...yq 
(c) g(a)=b 

(d) Ux   )),x(g,x(

)y,...,y(D

)f,...,f(D
)y,...,y,x,y,...y(D

)f,...,f(D

)x(
x
g

q1

q1

q1ij1i1

q1

j

i 


  . 

(e) (unicitatea) Dacã U�Va , V�Vb  ºi h : U�  V� este o funcþie care verificã  
(a), (b), (c) atunci g(x)=h(x) pentru orice x U U�.  

 Demonstraþie. Definim funcþia  
 F(x,y)=(x,f(x,y))= (x1,...,xp,f1(x1,...,xp,y1,..., yq),..., fq(x1,...,xp, y1,..., yq)).  

Atunci FCk(E) ºi:  
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p q 

 
 

)b,a(
f ...ff ...ff

 .............................

f ...ff ...ff

0  ...   0  1  ...   0   0

............................

0  ...   0  0  ...   1   0

0  ...   0  0  ...   0   1

)b,a(J

'
y q

'
y q

'
x q

'
x q

'
x q

'
1y

'
1y

'
1x

'
1x

'
1x

F

q1p21

q1p21

































  

Deoarece det(JF(a,b)) = 0)b,a(
)y,...,y(D

)f,...,f(D

q1

q1
 , din teorema de inversiune 

localã rezultã cã existã U=U1U2V(a,b), U1Va, U2Vb ºi V=V1V2VF(a,b), V1V0, 
V2V0, cãci F(a,b)=0, astfel încât restricþia F : U V este inversabilã ºi  

F1=G=(G1,G2) : V U este de clasã C
k pe V. 

Fie g : V1U2, g(x)=G2(x,0). Atunci g Ck(V1), deci (a) este demonstrat.  
Cum (x,y)=F G(x,y)=F(G1(x,y), G2(x,y))= (G1(x,y), f(G1(x,y), G2(x,y))) rezultã 

cã G1(x,y)=x ºi f(x, G2(x,y))=y; punând y=0 urmeazã cã f(x,g(x))=0, pentru orice xV1, 
deci (b) este dovedit.  

La fel (x,y)= G F(x,y)= (G1(x,f(x,y)), G2(x,f(x,y))), de unde G2(x,f(x,y))=y; 
pentru x=a, y=b obþinem G2(a,f(a,b))=G2(a,0)=g(a)=b, deci (c) este probat. 

Dacã U0= U1V1Va ºi g1,g2 verificã (a),(b),(c) atunci (x,g1(x)),(x,g2(x)) 
U1U2, pentru orice xU0; din existenþa lui F

1 rezultã: 
F(x,g1(x)) = (x,f(x,g1(x)))= (x,f(x,g2(x)))=(x,0)= F(x,g2(x)), deci g1(x)= g2(x) 

pentru orice xU0 ºi (e) este demonstrat. 
Derivând în raport cu xj ambii membri ai ecuaþiilor: 

fi(x,g(x))= fi(x1,...,xp,g1(x1,...,xp),..., gq(x1,...,xp)), i= q ,1  , 

obþinem sistemul liniar în xU0 de q ecuaþii 

q 1,i  ,0gf...gff '
x q

'
y i

'
x 1

'
y i

'
x i jqj1j

 ; 

sau matricial  





















































'
x q

'
x 1

'
x q

'
x 1

f

j

j

j

j

f

.

.

.

f

g

.

.

.

g

))x(g,x(J . 

Din ipoteza (iii) ºi din continuitatea derivatelor parþiale ale funcþiei f rezultã cã existã 

V�V(a,b) astfel ca  

0))x(g,x(
)y,...,y(D

)f,...,f(D

q1

q1
 ,  
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pentru orice xV1V�; aplicând regula lui Cramer obþinem egalitatea (d) ºi teorema 

este complet demonstratã. 
Observaþie. În condiþiile teoremei, pentru k2, formula (d) permite calculul, 

prin recurenþã, a derivatelor parþiale de ordin superior. 
 
Vom reformula acum teorema funcþiilor implicite în câteva cazuri particulare. 
 
Cazul p=q=1 
 
Fie AIR ºi BIR douã mulþimi deschise. 
Consecinþa 1. Dacã f : A  B  IR  IR IR este o funcþie de clasã C

k, k1 

ºi existã (a,b) A  B astfel ca f(a,b)=0, iar 0)b,a(
y
f





, atunci existã UA, UVa, 

VB, VVb ºi o unicã funcþie g : UV astfel ca  
(a) gCk(U) ºi f(x,g(x))=0, pentru orice xU 
(b) g(a)=b 

(c) g�(x)=
)y,x('f
)y,x('f

y

x , pentru orice xU ºi y=g(x). 

Observaþie. În condiþiile precizate uneori folosim notaþia y=y(x) pentru funcþia 

g, deci: 
f(x,y(x))=0,  xU. 

Folosind formula de derivare a funcþiilor compuse obþinem: 
 0'f'y'f yx   , pe U                                                                            (1) 

deci 
y

x

'f
'f

'y    pe U. 

Pentru k2 obþinem ,...y,y   prin recurenþã din (1): 

0)'f'yf('y'fyf'yf 22 y
''

xyy
''

xy
''

x
                                                                     

 deci 
y

y
2''

xy
''

x''

'f

'f'yf'y2f
y

22 
   pe U                                                                        (2) 

etc. 
Exemplul 10. Sã considerãm ecuaþia arctg(x+y)=ln(x

2+y2+1) ºi sã examinãm 

în ce condiþii defineºte ea o funcþie implicitã y=y(x). Fie f(x,y)=arctg(x+y) ln(x2+y2+1). 

Desigur fC(IR2) ºi 
1yx

y2
)yx(1

1
)y,x('f

222y





 . Conform teoremei funcþiilor 

implicite, dacã (a,b)  IR2 ºi 
arctg(a+b)=ln(a2+b2+1), iar 0)b,a('f y  , 

existã UVa, ºi VVb ºi o unicã funcþie y=y(x), y : U  V definitã implicit de ecuaþia 

datã, yC(U).  
Dacã, de exemplu a=b=0, aceste condiþii sunt verificate ºi y(0)=0, iar  

arctg(x+y(x))=ln(x2+y2(x)+1), xU; de aici, prin derivare, obþinem: 
])yx(1)['yyx(2)1yx)('y1( 222  ,   xU 

de unde, pentru x=0 avem 1)0('y  ; derivând încã odatã ºi þinând cont de faptul cã 

)x(yy  , )x('y'y  obþinem  
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)'y1)(yx(2)'yyx(2])yx(1)[yy'y1(2)'yyx)('y1(2)1yx(y 2222  ; 
cum y(0)=0 ºi 1)0('y  , punând x=0 rezultã cã 4)0(y  . Deci curba de ecuaþie 

y=y(x), xU admite în origine o tangentã de pantã 1)0('ym   ºi de ecuaþie 

xy  ; în plus, cum 04)0(y ''  , rezultã cã existã o vecinãtate a punctului (0,0) în 

în care graficul este o curbã convexã.  
Observaþie. Sã presupunem cã sunt îndeplinite condiþiile din teorema 

funcþiilor implicite astfel ca într-o vecinãtate a punctului (a,b) ecuaþia f(x,y)=0 sã 

defineascã o funcþie y=y(x) care admite un extrem local în x=a. Atunci, conform 

teoremei lui Fermat, 0)a('y   ºi, conform formulei (1), cuplul (a,b) trebuie sã fie o 

soluþie a sistemului: 









0)y,x('f

0)y,x(f

x

  

Dacã, în plus, k2, din (2) rezultã cã 

)b,a(
'f

f
)a(y

y

''
x'' 2

 , 

deci dacã 0)a(y ''  , funcþia y=y(x) are un maxim local în a ºi ymaxy(a)=b; analog, 

dacã 0)a(y ''  , atunci y are un minim local în x=a. 

Exemplul 11. Sã determinãm extremele funcþiilor implicite y=y(x) de clasã C
2 

definite de ecuaþia f(x,y)=ln(x
2+y2)+2 arctg

x
y

=0. 

Sã remarcãm mai întâi cã f C2(E), unde E = IR*
 IR ºi 

22y yx
)yx(2

)y,x('f



 . 

Prin urmare pentru orice (a,b)E cu ba ºi f(a,b)=0 existã UVa ºi VVb ºi o unicã 

funcþie y : UV, y C2(U) definitã implicit de ecuaþia datã pentru care y(a)=b. Cum 

teorema funcþiilor implicite dã doar condiþii suficiente de existenþã a acestor funcþii 

trebuie sã examinãm douã cazuri: ba ºi b a. 
Cazul b  a. Presupunem cã f(a,b)=0 ºi cã funcþia y=y(x) definitã de ecuaþia 

datã pe U admite un extrem în x=a; atunci 0)a(y  , deci (a,b) verificã ecuaþiile 

f(x,y)=0 ºi 0)y,x('f x  . Dar 
22x yx
)yx(2

)y,x('f



 ; prin urmare 4e

2
2

ba




  ºi 

a2
1

)a,a(
'f

f
)a(y

y

x2




 . 

În consecinþã ecuaþia f(x,y)=0 defineºte douã funcþii implicite care au extreme locale 

yi : Ui Vi , 2 ,1i  , unde U1, V1 
4e

2

2



V , U2 , V2 4e

2

2




V   sunt mulþimi deschise ºi 

 44
1min 1 e

2
2

e
2
2

yy





















  iar 44

2max2 e
2

2
e

2

2
yy





















  ; nu putem 

afirma cã y1=y2 ! 
Cazul b  a  0. În acest caz nu este îndeplinitã condiþia (iii) din teorema 

funcþiilor implicite. Presupunem cã existã totuºi y=y(x) definitã de ecuaþia f(x,y)=0, 
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y(a) b a ºi 0)a('y  ; atunci f(a, a)=0, deci 4e
2

1
a



  ; derivând ambii membri 

ai ecuaþiei obþinem, dupã eliminarea numitorului,  
0'y)yx(yx   ,   xU Va ,  

iar pentru x=a ºi y= a obþinem a=0; contradicþie! 
  
Cazul p1 ºi q=1 
 
Fie AIRp ºi BIR douã mulþimi deschise. 
Consecinþa 2. Dacã f : A  B  IRp  IR IR este o funcþie de clasã C

k, k1 
ºi existã (a,b) A  B astfel ca f(a,b)=0, atunci existã UA, UVa, VB, VVb ºi o 

unicã funcþie g : UV astfel ca  
(a) gCk(U) ºi f(x,g(x))=0, pentru orice xU 
(b) g(a)=b 

(c) )y,x(
'f

'f
)x(

x
g

y

x

j

j





,  xU ºi y=g(x). 

Pentru k1 derivatele de ordin superior se determinã prin recurenþã ca în 

cazul precedent. 
Exemplul 12. Sã se determine zd2

)0,0(  unde z=z(x,y) este funcþia definitã 

implicit de ecuaþia f(x,y,z)=x
3+3xyzz3+z=0 ºtiind cã z(0,0)=1. Pentru început 

verificãm corectitudinea textului. Luând a=(0,0) ºi b=1 avem f(0,0,1)=0, fC2(IR3), iar 

02)1,0,0(
z

f





. Conform teoremei funcþiilor implicite existã UV(0,0) ºi VV1 ºi o 

unicã funcþie z:UV, z  C2(U) (deci de douã ori diferenþiabilã în origine) astfel ca 

z(0,0)=1 ºi f(x,y,z(x,y))=0, (x,y)U; prin urmare textul este corect. Ca în exemplul 

precedent derivãm în raport cu x apoi cu y ambii membri ai ecuaþiei date, cu z=z(x,y): 
0'z)1z3xy3(yz3x3 x

22                                                                      (1) 

0'z)1z3xy3(xz3 y
2

                                                                              (2) 

Punând x=y=0 ºi z=1 în (1) ºi (2) obþinem 
0)0,0('z)0,0('z yx                                                                                      (3) 

Derivând în raport cu x, apoi cu y în (1) ºi cu y în (2) avem 
0z)1z3xy3('z)'zz6y3('yz3x6 ''

x
2

xxx 2   

0z)1z3xy3('z)'zz6x3('yz3z3 ''
xy

2
xyy   

0z)1z3xy3('z)'zz6x3('xz3 ''
y

2
yyy 2   

pentru (x,y)U; pentru x=y=0 obþinem, conform (3): 

 
2

3
)0,0(z   ºi   )0,0(z0)0,0(z ''

xy
''
y

''
x 22  . 

Prin urmare zd2
)0,0( =3dxdy. 
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Cazul p1 , q1 
 
Sã remarcãm cã în acest caz ecuaþia f(x,y)=0 este de fapt un sistem de q 

ecuaþii: 













0)y,...,y,x,...,x(f

..................................

0)y,...,y,x,...,x(f

q1p1q

q1p11

 

Dacã teorema funcþiilor implicite este verificatã, adicã într-o vecinãtate a 

punctului (a,b) sunt definite funcþiile )x,...,x(yy),...,x,...,x(yy p1qqp111  , pentru 

calculul derivatelor parþiale ale acestor funcþii derivãm, de exemplu, în raport cu xj , 
conform formulei de derivare a funcþiilor compuse, ecuaþiile acestui sistem ºi obþinem 

sistemul liniar: 
 p ,1i   ,0'y'f...'y'f'f

jqj1j x qy ix 1y ix i  , 

de unde, cu regula lui Cramer, obþinem derivatele parþiale 
j

i

x
y



. Prin recurenþã, 

folosind acelaºi procedeu, aflãm derivatele parþiale de ordin superior ale funcþiilor yi , 
q ,1i   (pentru k1).  

Exemplul 13. Sã determinãm )0(y ''  ºi )0(z ''  pentru funcþiile y=y(x) ºi z=z(x) 

definite de sistemul  









02zyz3x

0zzxy2x
2

33

 

ºtiind cã z(0)=1. Fie f(x,y,z)= x
3+2xy+z3

z ºi g(x,y,z)= x
2
3yz+z+2. Deoarece 

f(0,y,1)=0 ºi g(0,y,1)= 3y+3, considerãm, pentru verificarea condiþiilor din teorema 

funcþiilor implicite, a=0 ºi b=(1,1). Desigur f(0,1,1)= g(0,1,1)=0,  f,gC2(IR3) ºi 

06
2-  3-

2    0 

3y-1     z3

13z     x2  
)1,1,0(

)z,y(D
)g,f(D

)1,1,0(

2





 ; deci existã vecinãtãþile UV0, 

VV(1,1) ºi unica funcþie UV, V))x(z),x(y(x  , astfel ca y(0)=z(0)=1,  y,z C2(U) 
ºi f(x,y(x),z(x))=0 = g(x,y(x),z(x)), pentru orice xU. Pentru calculul lui z'  ºi 'y  
derivãm ecuaþiile sistemului þinând seama cã y=y(x) ºi z=z(x); deci:  









0'z'yz3z'y3x2

0'z'zz3'xy2y2x3 22

                                                                        (1) 

Pentru x=0 obþinem -1(0)z'  ºi  
3

2
)0('y  . Prin derivare din (1) rezultã cã: 









0zzy3'z'y6zy32

0zzz3'zz6yx2'y4x6 22

 

ºi punând x=0 obþinem: 
3

13
)0(z  ºi  

9
32

)0(y  . 

Exemplul 14. Sã arãtãm cã într-o vecinãtate a punctului (1,1,1,1,1)IR5 
sistemul : 
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







0vuzxyz)v,u,z,y,x(g

0vzuxy3x)v,u,z,y,x(f
22

323

 

defineºte funcþiile implicite u=u(x,y,z), v=v(x,y,z) ºi sã determinãm ud )1,1,1(  ºi vd )1,1,1( . 

Verificãm întâi condiþiile din teorema funcþiilor implicite. Desigur f,gC1(IR5), 

f(1,1,1,1,1)=0= g(1,1,1,1,1) iar 02)1,1,1,1,1(
)v,u(D

)g,f(D
 ; prin urmare existã o 

vecinãtate UV(1,1,1) ºi o vecinãtate VV(1,1) ºi o unicã funcþie UV, 
V))z,y,x(v),z,y,x(u()z,y,x(   pentru care u(1,1,1)= 1 ºi v(1,1,1)=1. Derivãm în 

raport cu x cele douã ecuaþii þinând cont cã u=u(x,y,z) ºi v=v(x,y,z). Rezultã: 









0'vv2'uu2yz

0'vv3'zuu2y3x3

xx

x
2

x
2

 

iar pentru 1zyx   avem     01,1,1v31,1,1u2 xx   ºi     01,1,1v21,1,1u21 xx  ; 
prin urmare  

 
2

3
1,1,1ux   ºi   11,1,1vx  .                                                                    (1) 

Analog, derivând în raport cu y avem: 











0vv2uu2xz

0vv3uzu2x3

yy

y
2

y , 

de unde pentru 1zyx  : 

 
2

3
1,1,1uy   ºi   21,1,1vy                                                                     (2) 

Derivând în raport cu z ºi punând 1zyx   obþinem: 

  31,1,1uz   ºi   41,1,1vz                                                                     (3) 

Din (1), (2) ºi (3) rezultã cã: 

  dz3dy
2
3

dx
2
3

ud 1,1,1   ºi   dz4dy2dxvd 1,1,1  . 

C. DEPENDENÞÃ FUNCÞIONALÃ 

În aceastã secþiune vom aborda o problemã inversã problemei funcþiilor 

implicite. Sã considerãm funcþiile f1,�,fq : AIRp
 IR AU ,U  ,Aa  ,pqr  , a  V



. 

Problema dependenþei funcþionale: În ce condiþii existã o funcþie de clasã 
1C                        

F : E  IRq → IR pentru care      Exf,...,xf q1  , Ux  , astfel încât ecuaþia 

0)y,...,y(F q1   sã defineascã implicit funcþiile )y,...,y(yy r1ii   ºi       xf,...,xfyxf r1ii  , 

Ux  , pentru q,1ri  ? 

Exemplul 15. Fie funcþiile f1, f2, f3 : IR3
 IR,   zyxz,y,xf1  , 

  222
2 zyxz,y,xf  ,   zxyzxyz,y,xf3  ; considerând   w2vuw,v,uF 2  ,      

F: IR3
 IR, atunci        0z,y,xf,z,y,xf,z,y,xfF 321  , pentru (x,y,z)  IR3. Deci ecuaþia 
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  0w,v,uF  , pentru care 1Fv   ºi 2Fw  , defineºte  w,uvv  , respectiv 

 v,uww  ; de fapt: 3
2

12 f2ff  (respectiv  2
2

13 ff
2

1
f  ) pe IR3. 

Definiþia 3. Fie :f,...,f,f,f q21  AIRp
→ IR. 

(a) Spunem cã f depinde funcþional de funcþiile q1 f,...,f  pe mulþimea AB    

dacã existã o funcþie F : E  IRq  IR, F C1(E) astfel ca:  

 q21 f,...,f,fFf   pe B                                                                                    (*) 

adicã       xf,...,xfFxf q1  pentru orice Bx  . Relaþia (*) se numeºte relaþie de 

dependenþã funcþionalã (pe B); în acest caz mai spunem cã funcþiile q1 f,...,f,f  sunt 

dependente funcþional pe B. 

(b) Spunem cã f depinde funcþional de funcþiile q21 f,...,f,f  (pe A) dacã pentru  

orice Aa  existã o vecinãtate AU   a punctului a astfel ca f sã depindã funcþional 

de q1 f,...,f  pe U. 

(c) Spunem cã funcþiile q21 f,...,f,f  sunt independente funcþional în Aa  dacã  

nu existã nici o vecinãtate UVa
 pe care funcþiile q21 f,...,f,f  sã fie dependente 

funcþional. 

Observaþie. În acord cu definiþia de mai sus putem spune cã funcþiile q1 f,...,f  

sunt dependente funcþional pe AB   dacã existã o funcþie nenulã F : E  IRp  IR 
de clasã 

1C  astfel ca ecuaþia: 

  0y,...,yF q1   

sã defineascã cel puþin o variabilã iy  în funcþie de celelalte 1q   variabile ºi 
    xf,...,xfF q1 =0, pentru orice Bx  (definiþie implicitã a dependenþei funcþionale). ªi 

în acest caz spunem cã relaþia: 

  0f,...,f,fF q21   

este o relaþie de dependenþã funcþionalã (pe B). 

În exemplul precedent o relaþie de dependenþã funcþionalã este 0f2ff 32
2

1   (pe 

IR3). 
Urmãtorul exemplu ne aratã cã noþiunile de independenþã, respectiv 

dependenþã funcþionalã sunt extinderi naturale ale conceptelor similare studiate în 

algebra liniarã. 

Exemplul 16. Fie   



p

1j
jijp1i q,1i,xax,...,xf . Aplicaþiile liniare q1 f,...,f  sunt 

elemente ale spaþiului dual al IR-spaþiului liniar IRp. Cum  p1 dx,...,dx  este baza dualã 

bazei canonice a spaþiului euclidian IRp putem scrie 



p

1j
jiji q,1i,dxaf . Sã 

presupunem cã qp  , r este rangul matricii  
p,1j
q,1iijaJ



  ºi  
r,1j,iijadetd


  este un 

minor principal al matricii J. 
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1. Dacã qr  , sau, echivalent 
 
 

0
x,...,xD

f,...,fD

q1

q1
 , atunci aplicaþiile q1 f,...,f  sunt 

liniar independente în spaþiul dual L al spaþiului IRp. Funcþiile q1 f,...,f  sunt 

independente ºi în sens funcþional; într-adevãr, dacã ele nu ar fi independente 

funcþional ar exista aIRp, UVa
 
ºi o funcþie F : E  IRp  IR, F C1(E) nenulã astfel 

ca      Ux,0xf,...,xfF q1  ; derivând în raport cu ix  obþinem sistemul liniar omogen: 

p,1i  ,0Fa...FaFa
q21 yqiyi2yi1   

care are doar soluþia banalã 0F...F
q1 yy   (matricea sistemului fiind matricea 

nesingularã J); prin urmare 0dF  , deci 0F  ; contradicþie! 

2. Fie qr  . Atunci 
 
 

0
x,...,xD
f,...,fD

d
r1

r1   iar  r1 f,...,f  este o bazã a spaþiului 

generat de q1 f,...,f ; prin urmare existã constantele unice ij  IR astfel ca  





r

1j
jiji ff  pe IRp , q,1ri   

relaþii explicite care exprimã dependenþa(liniarã ºi funcþionalã) a funcþiilor q1r f,...,f   de 

funcþiile r1 f,...,f ; cu ajutorul minorilor caracteristici(teorema lui Rouché) relaþiile  

 0

fa...a

fa...a

............

fa...a

iir1i

rrr1r

1r111

  pe IRp, q,1ri   

reprezintã relaþii de dependenþã funcþionalã implicite (care definesc unic funcþiile 

q1r f,...,f  ).    

Folosind teorema inversiunii locale vom extinde constatãrile de naturã 

algebricã din exemplul precedent la alte funcþii. 
Teorema 4. Fie A:f,...,f,f q1  IRp  IR funcþii de clasã 

1C  astfel ca qp   ºi 

 
 

  0x
x,...,xD

f,...,fD

q1

q1
 , pentru orice Ax  . Urmãtoarele afirmaþii sunt echivalente: 

(a) f depinde funcþional de funcþiile q1 f,...,f  pe A ; 

(b) existã i :A  IR   q,1i,AC, 0
i   astfel ca 




q

1i
iidfdf  pe A. 

Demonstraþie. 1. (a)(b). Fie Aa ; din ipoteza (a) rezultã cã existã o 

vecinãtate AU   a punctului a ºi F : E  IRp  IR, F C1(E) astfel ca: 
       ,Ux,xf,...,xfFxf q1   

de unde 
 




q

1i
i

i

df
y
F

df ; cum  ECF 1  rezultã cã  UC
y
F 0

i
i 




 , de unde rezultã 

(b). 
2. (b)(a). Fie Aa  fixat. Definim aplicaþia A:g IRp prin 
         Ax,...,xx,x,...,x,xf,...,xfxg p1p1qq1                                              (1) 
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Cum jacobianul funcþiei g în a este  
 
 

  0a
x,...,xD

f,...,fD
aJdet

q1

q1
g  , din teorema de 

inversiune localã rezultã cã existã UVa astfel ca g sã realizeze o transformare 
regulatã de la U la V=g(U). Convenim sã notãm tot cu g, respectiv f, if  restricþiile 

VU:g  , respectiv U:f,f i  IR ºi cu: 

F1,hi :V  U  IR,  q,1i,gfh,gfF 1
ii

1
1  

                                            (2) 

Conform ipotezei (a) existã funcþiile continue i  astfel ca 



q

1i
iidfdf  pe U deci 

conform (2) avem 

    
 




q

1i

q

1i
ii

1
i

1
i

1
1 dhgfddgdgdfdF                                             (3) 

unde 1
ii dg   este continuã, q,1i  .  

Dacã        Vx,...,x,xf,...,xfy,...,yy p1qq1p1   , unde Ux   atunci  

       q,1i,yxfxgfyh ii
1

ii                                                                       (4) 

Din (3) ºi (4) rezultã cã  



q

1i
ii1y dyyFd , pentru orice q,1i   ºi orice Vy , adicã 

p,1qi,0
y
F

i

1 



; prin urmare F1 depinde doar de variabilele q1 y,...,y . Fie: 

      Vy,...,yy  ,y,...,y,y,...,yFy,...,yF p1p1qq11q1   ,                              (5) 

Ux   ºi       xgx,...,x,xf,...,xfy p1qq1   . Din (1), (2) ºi (5) avem  

             ,Ux,xfxggfxgFxf,...,xfF 1
1q1  

  

adicã f depinde funcþional de funcþiile q1 f,...,f  pe A ºi (a) este complet demonstrat. 

Teorema precedentã ne înlesneºte demonstraþia urmãtorului rezultat 

fundamental, rezultat care reduce � ca în cazul liniar prezentat în exemplul 16 � 
studiul dependenþei funcþionale la studiul rangului matricii jacobiene. 

Teorema 5 (a dependenþei funcþionale). Fie A:f,...,f q1  IRp  IR, q ≤ p, 

funcþii de clasã 
1C  astfel ca rangul matricii jacobiene  xJf  sã fie r pentru orice Ax  , 

unde  q1 f,...,ff  . Atunci r dintre funcþiile q1 f,...,f  sunt independente funcþional în orice 

Aa , iar celelalte rq  , dacã qr  , depind funcþional de primele r funcþii. 

Demonstraþie. Fie Aa  fixat. Putem presupune, cu o eventualã 

renumerotare, cã 
 
 

  0a
x,...,xD
f,...,fD

r1

r1  . Cum derivatele parþiale ale funcþiilor r1 f,...,f  sunt 

continue, existã UVa, U  A astfel ca: 

 
 

  0x
x,...,xD
f,...,fD

r1

r1  , pentru orice Ux  . 

În acest caz liniile matricii jacobiene corespunzãtoare derivatelor parþiale a funcþiilor 

q1r f,...,f  , desigur pentru qr  , sunt combinaþii liniare a primelor r linii, deci existã 
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funcþiile continue  U:,..., r1 IR astfel ca 



q

1ri
iii dfdf  pe U. Din teorema 4 rezultã 

cã if  depinde funcþional pe U de funcþiile r1 f,...,f . 
Dacã qr   sã presupunem, prin absurd cã q1 f,...,f  nu sunt independente 

funcþional în a. Atunci existã o vecinãtate UVa, U  A ºi o funcþie nenulã F : E  IRp 

 IR astfel ca      0xf,...,xfF q1  , pentru orice Ax  . Fie       xf,...,xfFxG q1 . 

Diferenþiind într-un punct arbitrar Ux   ºi notând     xf,...,xfy q]  obþinem: 

      0dxx
x
f

yFfdyFGd
q

1i

p

1j
j

j

i
y

q

1i
ixyx ii





 

 

 

de unde rezultã cã: 

    Ux,p,1j,0x
x
f

yF
q

1i j

i
y i









, 

adicã un sistem omogen care are ca matrice (considerând necunoscutele 

  q,1i,yF
iy  ) exact matricea jacobianã; dar pqr  , deci sistemul admite doar 

soluþia banalã; prin urmare q,1i,0
y
F

i





 deci F este o constantã; contradicþie! În 

consecinþã funcþiile q1 f,...,f  sunt independente funcþional în orice Aa . 

Observaþie. Demonstraþia teoremei precedente localizeazã cele r funcþii 

independente funcþional, prin intermediul minorului principal într-o vecinãtate a unui 

punct Aa  ºi, în consecinþã ºi celelalte rq   funcþii dependente funcþional de 

primele r. Teorema lui Rouché oferã o tehnicã de determinare a unor relaþii de 

dependenþã funcþionalã. 
Exemplul 17. Fie      zyxhw,zy2xgy,zyxfu   unde 

funcþiile 
1Ch,g,f  (IR) ºi sunt strict crescãtoare. Sã se determine á  IR astfel încât 

w,v,u  sã fie dependente funcþional pe IR3 ºi sã se gãseascã o relaþie de dependenþã 

funcþionalã. 
Conform teoremei dependenþei funcþionale trebuie sã impunem ca matricea 

jacobianã sã aibã rangul 3r  . Determinantul funcþional în punctul curent  z,y,x  

IR3 este 

 
 
 

  hgf13

11

121

111

hgf
z,y,xD
w,v,uD





 . 

Dar        t  ,0thtgtf  IR; prin urmare pentru á  IR  1\   funcþiile sunt 

independente funcþional iar pentru 1  sunt dependente. Fie 1 ; sã alegem, 

de exemplu minorul principal 
 
 

0
y,xD
v,uD

 ; cum f, g, h sunt inversabile (ca funcþii între 

IR ºi imaginea lui IR) putem scrie sistemul: 
 

 

 



















whzyx

vgzy2x

ufzyx

1

1

1

, 



 89

sistem care este compatibil nedeterminat; atunci, conform teoremei lui Rouché 

minorul caracteristic este nul, deci: 
 
 
 

0

wh11

vg21

uf11

1

1

1












 

reprezintã o relaþie de dependenþã funcþionalã implicitã care se poate explicita; de 

exemplu: 
    vg2ufhw 11   . 

D. SCHIMBÃRI DE VARIABILE 

Schimbãrile de coordonate locale � în limbaj curent, schimbãri de variabile � 
sunt des folosite pentru simplificarea unor expresii, ori calcule, îndeosebi la calculul 

integralelor ºi la rezolvarea unor ecuaþii diferenþiale. În aceastã secþiune vom analiza 

câteva tipuri de schimbãri de variabile. Pentru a simplifica expunerea vom presupune 
cã funcþiile analizate au toate calitãþile impuse de context. 

 
Schimbarea variabilei independente 
Considerãm expresia: 

  ,y,...,y,y,xEE n                                                                                  (1) 
unde x este variabilã independentã,  xyy   ºi 1n  . Fie   o transformare regulatã 

de clasã C
n(deci   0t  , pentru orice t din domeniul funcþiei  ). Vom da rãspuns 

urmãtoarei probleme: cum se transformã expresia (1) dacã schimbãm variabila x cu 
noua variabilã independentã  t  folosind formula: 

 tx  ; 

dacã notãm     tytY  , derivatele  
n

n
n

2

2

dx
yd

y,...,
dx

xd
y,

dx
dy

y   se vor exprima cu 

ajutorul derivatelor  
n

n
n

2

2

dt
Yd

Y,...,
dt

Yd
Y,

dt
dY

Y  , iar expresia (1) devine: 

  n
1 Y,...,Y,Y,tEE  , 

unde t este noua variabilã independentã, iar  tYY   este noua funcþie. 
Pentru a rezolva problema pusã vom indica un procedeu de calcul al 

derivatelor  nY,...,Y  prin recurenþã. Cum Y este o funcþie compusã, folosind regula 

de derivare pentru funcþii compuse obþinem 

dx

dy

dt

dx

dx

dy

dt

dY
Y  , 

de unde, cum   0t  , rezultã cã: 

Y
1

dt
dY1

dx
dy

y 





  .                                                                   (2) 

Aceeaºi formulã o putem obþine folosind regula de derivare a funcþiilor 

inverse; deoarece transformarea   este regulatã avem     xYxy 1  ºi derivând 

rezultã: 
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dt
dY1

dt
d
1

dt
dY

dx
d

dt
dY

y
1













. 

Formula (2) permite stabilirea legãturii dintre operatorul de derivare în raport cu x 

(necesar pentru calculul derivatelor ,...y,y  ):
dx

d
 ºi operatorul de derivare în raport cu 

dt

d
:t  (folosit pentru a calcula ,...Y,Y  ): 

dt
d1

dx
d




 .                                                                                                  (3) 

Operatorul 
dx

d
 din relaþia operatorialã (3) permite, prin recurenþã, sã calculãm 

 ny,...,y,y  . De exemplu: pentru calculul lui y   în relaþia (3) operatorul 
dx

d
 se aplicã 

lui y , cãci 
dx

yd
y


  iar operatorul 

dt

d
 acþioneazã tot asupra lui y , dar exprimat în 

funcþie de t, adicã, conform formulei (2), scriem 










Y
dt
d

. Deci 

 YY
1Y

dt
d1

dx
yd

y
3

 



















 .  

Analog  
3

YY
dt
d1

dx
yd

y


 





  etc. 

Observaþie. De multe ori (în special în fizicã, ori în aplicaþiile ei) funcþia 

 tYY   se noteazã, prin abuz de notaþie,  tot cu y, iar derivatele ,...Y,Y   se 
noteazã cu ,...y,y   

Exemplul 18. Ce devine ecuaþia xlnyyxyxyx 23   în urma 

schimbãrii de variabilã 
tex  ? 

Pentru a rãspunde la aceastã întrebare construim operatorul de derivare 
dx

d
 

folosind, cu observaþia precedentã, schema: 
    xtyxy                                                                                                (1) 

unde t reprezintã inversa funcþiei  txx   (în cazul nostru   xlnxt  ). Derivând (în 

raport cu x) ambii membri din (1), obþinem: 

ye
dt
dy

e
dt
dy

x
1

dt
dy

dt
dx
1

dx
dt

dt
dy

dx
dy

y tt


 


                               (2) 

de unde: 

dt

d
e

dx

d t  .                                                                                              (3) 

Atunci:  
   

   yyeye
dt

d
e

dt

yd
e

dx

yd
y t2tt

2

t

3
 





   .                                           (4) 

Analog: 
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   
       y2y3yeyy2yyeyye

dt

d
e

dt

yd
e

dx

yd
y t3t3t2t

4

t

3
 





   .     (5) 

Din (2), (4) ºi (5) (prin înmulþire cu x=e
t, x2=e2t,  respectiv x=e3t) ecuaþia datã 

devine: tyyyyy2y3y   , deci tyy2y2y   , adicã o ecuaþie care 

defineºte noua funcþie y=y(t). 
Observaþie. Uneori, îndeosebi pentru rezolvarea unor ecuaþii diferenþiale, se 

schimbã rolul variabilei independente x cu cel al funcþiei y (adicã se considerã cã 

soluþia ecuaþiei  xyy   este o schimbare de coordonate, deci existã inversa funcþiei  

 yxx:y  ). Atunci   yt  , xyY   ºi: 

x

1

dy

dx
1

dx

dy
y



 , 

iar operatorul de derivare 
dt
d1

dx
d


  devine: 

dy
d

x
1

dx
d



 , 

operator care serveºte la calculul derivatelor ,...y,y,y   în funcþie de ,...x,x,x   

Exemplul 19. Ce devine ecuaþia 
2y3yy   schimbând rolul variabilei 

independente x cu cel al funcþiei y? 
Pentru a rezolva aceastã problemã considerãm cã funcþia  xyy   este 

inversabilã ºi  yxx   este inversa ei. Atunci 
x

1
y



  ºi 
dy
d

x
1

dx
d



  este operatorul de 

derivare; deci 
3x

x
x
1

dy
d

x
1

dx
yd

y

















 , iar 












3x
x

dy
d

x
1

dx
yd

y






 

 2
46

223

x3xx
x
1

x
xx3xx

x
1












 . Înlocuind y,y,y   în ecuaþia datã obþinem 

 
6

2
2

6 x
x

3x3xx
x
1









 , deci 0x  . Remarcãm aici utilitatea acestei transformãri; 

ecuaþia 0x   prin integrãri consecutive ne dã   cbyayyx 2  , unde c,b,a  IR; 
prin urmare soluþia  xyy   a ecuaþiei date este definitã implicit de ecuaþia 

0xcbyay2  . 
Observaþie. Dacã schimbarea de variabilã  txx   nu este datã explicit ci ca 

soluþia implicitã a unui ecuaþii de forma:   ,0t,xf   atunci 
x

t

f
f

dt
dx

x



  ºi 

dt
dy

f
f

dt
dy

x
1

dx
dy

y
t

x








, iar operatorul de derivare devine: 
dt
d

f
f

dx
d

t

x




 . 

 
Schimbarea variabilei ºi a funcþiei 
Ne propunem ca în expresia 

  ny,...,y,y,xEE  ,                                                                                 (1) 
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unde x este variabilã independentã ºi  xyy  , sã schimbãm atât variabila x cu noua 
variabilã u cât ºi funcþia y cu noua funcþie  uvv   prin intermediul unei transformãri 

regulate de clasã C
n definitã prin: 

 
 








v,uy

v,ux
 

unde 
 
 v,uD

,D 
 este nenul în orice punct al domeniului de definiþie. Cu aceasta 

expresia (1) devine: 
  n

1 v,...,v,v,uEE   

unde 
 n

v,...,v,v   sunt derivatele funcþiei v (în raport cu variabila independentã u). 

Cum   uv,ux  , iar   uv,uy  , iar    
v

uv
udu

dy
    ,

v
uv

udu

dx



















 , 

obþinem: 

y
dx

dy


du
dx
du
dy



















 vdu
dv

uv
1

vu

.                                            (2) 

Relaþia (2) ne permite sã extragem operatorul de derivare în raport cu x necesar 
pentru calculul prin recurenþã a derivatelor  ny,...,y,y  : 

du
d

v
1

dx
d

vu 
 .                                                                                 (3) 

De exemplu 




















vu

vu

vu v
v

du
d

v
1

dx
yd

y .   

Observaþie. Schimbarea de variabilã ºi de funcþie descrisã este o 

generalizare a schimbãrii de variabilã. 

Remarcãm, de asemenea, cã ºi în acest caz derivata 
dx

dy
y   ºi operatorul 

de derivare 
dx

d
 se pot obþine dupã urmãtoarea schemã: 

      uv,uuv,uy                                                                                   (4) 
din care, prin derivare(în raport cu variabila independentã u) obþinem (2), deci ºi (3). 

Derivatele ,...y,y,y   se pot obþine ºi fãrã operatorul (3) prin derivãri succesive în (4).  
Exemplul 20. Fie  xyy   ecuaþia unei curbe plane, unde y este de clasã 

C2. Sã exprimãm raza de curburã 
 

y
y1

R
2

3




  în coordonate polare , , 

considerând   .  
Deoarece  cosx  ºi  siny , iar  

,cossin
d
dy

     ,sincos
d
dx







 

atunci  


 cossin
sincos

1

dx

dy
y .  
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Pentru calculul lui y   folosim operatorul:  ,
d

d

sincos

1

dx

d


   

deci   


















sincos
cossin

d
d

sincos
1

y  

 

 
    


 sincossincos2sin

sincos

1
3

 

 

     cossin2coscossin
 3

22

sincos

2



 
 

Prin urmare 
 

 




22

2
3

22

2
R . 

 
Schimbarea variabilelor independente 
Considerãm expresia: 

 ,...z,z,z,z,z,z,y,xEE 22 yxyxyx   

unde    A,ACz n  IR2  , n ≥ 2 , z = z(x,y). Ce devine aceastã expresie dacã 

schimbãm variabilele independente x, y cu variabilele u, v prin transformarea 

regulatã: 
   v,uy,v,ux   

de clasã C
n (deci 

 
 

0
v,uD

,D



 pe domeniul comun de definiþie) ?    

În acest caz funcþia z=z(x,y) se transformã într-o nouã funcþie Z=Z(u,v) prin 

compunerea: 
      v,u,v,uzv,uZ  , 

iar derivatele 

,
x
z

 ,
y
z

 ,
x
z

2

2












... în derivatele 

u

Z
,

u

Z








,

u
Z

 ,
2

2




...; 

cu aceasta expresia E devine: 
E=  ,...Z,Z,Z,Z,Z,Z,v,uE 22 vuvuvu1   . 

Conform regulilor de derivare a funcþiilor compuse obþinem: 

uyuxu zzZ   , 

vyvxv zzZ   

de unde: 

 
 

 vuuvx ZZ

v,uD

,D
1

z 


  , 

 
 

 uvvuy ZZ

v,uD

,D
1

z 


 . 

Din aceste relaþii obþinem operatorii de derivare: 
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 
 



























vu
v,uD

,D
1

x uv  

 
 



























uv
v,uD

,D
1

y vu , 

operatori care servesc la calculul derivatelor ,..."z,"z,"z 22 yxyx
 

Observaþia 1. Ca ºi în cazul funcþiilor de o singurã variabilã se noteazã 

uneori, prin abuz de notaþie, noua funcþie Z = Z(u, v)  tot cu  z = z(u, v). Schema care 
genereazã legãtura dintre noile derivate vu 'z,'z   ºi cele vechi yx z,z   este: 

 )v,u(),v,u(z)v,u(z                                                                                   (*) 
adicã exprimarea lui z ca funcþie de u ºi v direct (membrul stâng), respectiv prin 

intermediul transformãrii regulate   x =(u, v),   y =  (u, v),  (membrul drept). 
Observaþia 2. Uneori este mai comod ca în locul egalitãþii (*) sã folosim 

schema 
      y,xv,y,xuzy,xz                                                                                  (**) 

unde     y,xv ,y,xu  este inversa transformãrii regulate     v,u,v,u  . În acest caz 

obþinem, prin derivare, direct funcþiile yx z,z   exprimate în raport cu noile derivate 

vu 'z,'z : 

xvxux vzuzz   ,    yvyuy vzuzz   ; 

derivatele  yyxx v,u,v,u    se obþin, aplicând regula lui Cramer, din sistemele rezultate 

prin derivarea parþialã în raport cu x, respectiv y, a legãturilor  x = (u, v),  y = (u, v),  
adicã: 









xvxu

xvxu

vu0

vu1
;    











yvyu

yvyu

vu1

vu0
  . 

Observaþia 3. Dacã transformarea regulatã (x, y)  (u, v) este datã sub 

formã implicitã: 
 
 








0v,u,y,xG

0v,u,y,xF
                                                                                              (0) 

atunci 
 
 

0
y,xD
G,FD

  ºi  
 
 

0
v,uD
G,FD

  pe domeniul comun de definiþie. 

Dacã folosim schema * avem nevoie de derivatele parþiale ale funcþiilor  

x=x(u,v) ,  y=y(u, v) pe care le obþinem prin rezolvarea sistemelor liniare rezultate prin 

derivarea relaþiilor (0), adicã: 











0GyGxG

0FyFxF

uuyux

uuyux
;      











0GyGxG

0FyFxF

vvyvx

vvyvx
  . 

Dacã folosim schema **, obþinem   yxyx v,v,u,u    prin derivare în relaþiile (0) 

în raport cu x,  respectiv  y,  þinând seama cã  u = u(x, y)  ºi v = v(x, y), deci: 









0vGuGG

0vFuFF

vvxux

xvxux ;    










0vGuGG

0vFuFF

yvyuy

yvyuy
  . 
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Observaþia 4. Dacã expresia  E  conþine o funcþie de mai multe variabile: 
 ,...y,y,y,...,y,y,x,...,xEE

21
2

1p1 xxxxxp1   

unde  y = y(x1,...,xp), schimbarea variabilelor independente x1,...,xp  cu variabilele 
u1,...,up prin intermediul unei transformãri regulate definite prin 

  p,1k     ,u,...,ux p1kk     se face analog. 

Exemplul 21. Ce devine ecuaþia coardei vibrante  
2

2
2

2

x
z

a
t
z









, unde, a  0 

este o constantã dacã trecem la noile variabile u, v definite prin u = x + at, v = x � at? 
Rezolvare. Presupunem cã ecuaþia datã defineºte 

2Cz (IR2). Cum noile 
variabile sunt date sub formã explicitã : u = u(x, t), v = v(x, t) este mai firesc sã 

folosim schema **:                                            
z(t, x) = z(x + at,  x � at).                                                                               (1) 

Derivând în raport cu t,  respectiv x, obþinem din (1): 
)'z'z(a'z vut  ,             vux 'z'z'z                                                               (2) 

de unde: 
 222 vvuuvut

zazazazaaz  , 

deci conform teoremei lui  Schwarz: 
 222 vuvu

2
t

zz2zaz  ;   

analog   222 vvuuvux
zzzzz  ,  deci: 

222 vuvux
zz2zz        

ºi prin înlocuire în ecuaþia coardei vibrante obþinem : 
0zuv  . 

Exemplul 22. Sã se transforme ecuaþia cu derivate parþiale de ordinul al 

doilea: 

y
z

y
x
z

x
y
z

x
yx
z

xy2
x
z

y
2

2
2

2

2

2
2
























 

prin trecere la coordonate polare. 
Rezolvare. Din nou considerãm cã ecuaþia datã defineºte funcþia z=z(x,y) de 

clasã 
2C . Transformarea regulatã : 
x= cos ,    y= sin ,       2,0,,0  defineºte funcþiile   ,xx , 

  ,yy  explicit, prin urmare vom folosi schema (*: 
z( , )=z( cos , sin ), 

de unde , prin derivare, obþinem: 

y
z

sin
x
z

cosyzxz
z

z
yx

















  

 
y
z

cos
x
z

sinyzxz
z

z
yxy

















  . 

Rezolvând sistemul în raport cu 
y
z

,
x
z







 rezultã: 

x

z




= cos



z
-







 zsin
,   

y
z



= sin



z
+







 zcos
 .                                       (1) 
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Pentru calculul derivatelor 2x
z  , 2yxy z,z   extragem din (1) operatorii de 

derivare: 

x


= cos




-







sin
,    

y


= sin



+







cos
 

Atunci: 

2

2

x
z




= cos




( cos



z
-







 zsin
)- sin




( cos



z
-







 zsin
)= 

= 

















 

z
sin

z
sin

zcoscos 2 - 


























 2z
sin

z
cos

zcoszsin
sin

= 















 z

sin
z

sin
zcossin

2
zcos

2

22

2

2
2                                   (2) 































































































22 z
ñ

sin
z

ñ

cos
zcoszsin

ñ

cos
z

ñ

sin
z

ñ

sin
zcossin

z
ñ

sin
zcos

ñ

cos
z

ñ

sin
zcos

ñ
sin

x

z

yyx

z

ññññ2ñ

ññ

2

    


  zcossin
ñ

1
z

ñ

cossin
zsincos

ñ

1
zcossin 22

22ñ

22
ñ

22  

ñzcossin
ñ

1
                                                                                                         (3) 
























































 z

ñ

cos
zsin

ñ

cos
z

ñ

cos
zsin

ñ
sinñ

y
z

yy
z

ññ2

2

 



















  z

cos
z

cos
zsinsin

22


cos
 z(cos 












 2z
ñ

cos
z

ñ

sin
zsin ñ

 

=  2
ñ

2 zsin 
 ñzcossin

ñ

2
+ ñ

2

22

2

z
ñ

cos
z

ñ

cossin
2z

ñ

cos











                       (4) 

Înlocuind acum relaþiile (1), (2), (3), (4) în ecuaþia datã avem: 
 



222222222
2 cossincossin2cossinz  

+

z    3223 cossinñ2sincoscossinñ2cossinñ2  

+ 2z

   4224 coscossin2sin  

+ 
z    223 cossincossin2cossin2  3cossin2  

+sin  cossincos + 

+ 
z   224224 sincoscoscossin2sin =0. 

În consecinþã ecuaþia datã are, în coordonate polare, forma:  

2

2z



=0. 
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Schimbarea variabilelor ºi a funcþiei 
Sã considerãm o expresie care conþine variabilele independente x ºi y ºi 

funcþia z=z(x,y) de clasã  1nCn   ºi derivatele sale parþiale. Ne propunem sã 

schimbãm acum ºi variabilele x,y dar ºi funcþia z. Consideraþiile pe care le vom face 

se extind cu uºurinþã pentru funcþii de mai multe variabile. Fie deci expresia: 
 ...z,z,z,z,zz,y,x,EE 2yxy2xyx   

ºi transformarea regulatã definitã prin: 
 
 
 














w,v,ufz

w,v,uy

wv,u,x

 

unde f,,  sunt de clasã C
n ºi 

 
 

0
w,v,uD
f,,D



. Dacã u ºi v sunt noile variabile 

independente, iar w=w(u,v) este noua funcþie, expresia E devine: 
 ,...w,w,w,w,w,w,v,uEE 22 vuvuvu1   . 

Pentru calculul lui yx z,z   putem folosi douã scheme: 

1). Considerãm cã x=x(u,v), y=y(u,v) ºi legãtura  
z(x(u,v),y(u,v))=f(u,v,w(u,v))                                                                            (* 

Atunci: 











vwvuyvg

uwuuyux

wffyzxz

wffyzxz
   .                                                                                (1) 

Dar x(u,v)= (u,v,w(u,v)) ºi y(u,v)= (u,v,w(u,v)), deci: 









vwvv

uwuu

wx

wx
,      









vwvu

uwuu

wy

wy
 . 

relaþii care înlocuite în (1), dupã rezolvarea sistemului dau: 

v
w

D
u
w

C
y
z

      , 
v
w

B
u
w

A
x
z




























                                                       (2) 

unde coeficienþii A,B,C,D sunt funcþii de u,v,w. Tot din (1) prin derivãri succesive în 

raport cu u, respectiv v, sau direct din (2) obþinem xyx
z,z 2  , etc. 

2). Cea de-a doua schemã se foloseºte de regulã când primele douã expresii 

ale transformãrii regulate sunt de forma: 
 
 








v,uy

vu,x
,           

 
 

0
v,uD

,D



                                                                      (3) 

sau dacã u=g(x,y), v=h(x,y). Atunci relaþia: 
z(x,y)=f(u(x,y),v(x,y),w(u(x,y),v(x,y))                                                             (** 

ne permite calculul derivatelor yx z,z  , ... direct: 

 

 









yvyuwyvyuy

xvxuwxvxux

vwuwfvfufz

vwuwfvfufz
 

dar presupune aflarea derivatelor parþiale yyyx v,u,v,u   pe care le obþinem prin 

derivarea relaþiilor (3): 
x= (u(x,y),v(x,y)) ,     y=(u(x,y),v(x,y)). 
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De exemplu, derivând în raport cu x obþinem sistemul liniar: 









xuxu

xvxu

vu0

vu1
 

de unde rezultã xx v ºi u  . 
 
Exemplul 23. Sã se transforme ecuaþia cu derivate parþiale de ordinul al 

doilea  

2

22

2

2

y
z

yx
z

2
x
z














=0 

luînd  ca variabile independente u=x+y, v=
x
y

 ºi ca nouã funcþia w=
x
z

, unde w=w(u,v). 

Rezolvare. Ca de obicei, presupunem cã ecuaþia datã defineºte funcþia 

z=z(x,y), de clasã 
2C . Cum u=u(x,y) ºi v=v(x,y) folosim schema **: 

z(x,y)=xw(x+y,
x
y

) 

Atunci: 

vuv2ux w
x
y

wxww
x
y

wxwz 







   ; 

xww
x

y
wz uv2u2x

 







 v2uv22u

w
x
y

w
x
y

w  

x

y
 








 2v2vu

w
x
y

w = 2v3

2

uv2uu w
x
y

w
x
y

2wxw2    ; 

xyz  = 2v2uv2uu w
x
y

w)
x
y

(1wxw    ; 

yz =   vuvu wwxw
x
1

wx   ºi 2y
z  = 2vuv2u

w
x

1
w2wx  . 

Înlocuind în ecuaþie obþinem 
2

2

v
w




=0. 

E. EXERCIÞII 

Exerciþiul 1. Sã se arate cã funcþiile definite la exemplele 4 ºi 5, cap. 2, sunt 

schimbãri de coordonate. 
Exerciþiul 2. Sã se arate cã urmãtoarele funcþii sunt schimbãri de 

coordonate: 
(a)     f     ,ysine,ycosey,xf xx  :  IR2 

IR2 

(b)     g      ,yx,yxy,xg 2222   :     ,0,0  IR2 

(c)     h      ,ycosx,xcosyy,xh   :  IR x IR*
IR2 

Exerciþiul 3. Fie   ecos2eerv r
2  un câmp vectorial în coordonate 

sferice. Sã se arate cã: 

(a)    esine2sinecosrvrot      ,sin
r
2

r4vdiv r , 
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(b) grad vdiv    ecosesinr2
r
2

r
2

2
,  rot grad 0vdiv   ºi div 0vrot  . 

Exerciþiul 4. Sã se arate cã în coordonate sferice  
(a) câmpul  erer3v 2

r
2    este irotaþional ºi   ctg rr12vdiv ; 

(b) câmpul   ere2v r    este biscalar; 

(c) câmpul    rerfv    este irotaþional, unde f  C1
IR; 

(d) câmpul   f(r, , ) = Crlne è


  este potenþialul scalar al câmpului  

vectorial 










 



èr
è erlne

sinè
èlnr

ee
1

v . 

Exerciþiul 5. Sã se arate cã,  în coordonate cilindrice : 

(a)  grad      










 ecose

1
sin2ecos2sinecos2 zz2  

z
z esine  ; 

(b)  grad     z
222 esinesinsinz

1
ecossinzcos 


  ; 

(c)   grad       


  ecoscosz
1

ezcossinzzcos  

+   zesin . 
Exerciþiul 6. Sã se verifice condiþiile din teorema funcþiilor implicite pentru 

funcþiile definite la exemplele 5, 6, 7, 8 ºi 9. 
Exerciþiul 7. Sã se arate cã ecuaþia 0y arctgex3x y25   defineºte o 

funcþie: 
(a) y = y(x)  care admite un minim local în x =0; 

(b) x = x(y)  care admite un maxim local xmax = 














3

3
x =0; 

(c) x = x(y)  , xmin = 














3

3
x =0. 

Exerciþiul 8. Sã se arate cã ecuaþia  xych2e 1xy    defineºte o funcþie 

y=y(x) care verificã ecuaþia diferenþialã  2y + xy = 0.   
Exerciþiul 9. Sã se arate cã funcþia y=y(x) definitã de ecuaþia 

   22322 yx31yx   verificã ecuaþia x y = (y)3 + y. 
Exerciþiul 10. Arãtaþi cã, într-o vecinãtate a punctului (1, 1, -2), funcþiile 

y=y(x), z = z(x) definite implicit de sistemul  









1zyx

03zyx
222

  

verificã relaþiile: 
22

1
22

111 dx
5

4
zd  ºi  dx

5

2
yd  ,0zd  ,dxyd  . 

Exerciþiul 11. Sã se verifice condiþiile de aplicabilitate a teoremei funcþiilor 

implicite pentru: 
(a)  f :  IR x IR3

 IR3   321 y,y,y,xf   ,  
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=  21
2
3

2
2

2
1

3
3

3
1

2 yy   ,3yyyx  ,yyx  ,  pentru a = 0, b = (-1, 1, 1); 

(b)  f : IR2 x IR2
 IR2,     2

2
3
1

3
1

2
2

3
1

2
2

2
12121 yyx   ,yyxxy,y,x,xf  . 

Exerciþiul 12. Sã se arate cã:  
(a) existã z=z(x,y) definitã implicit de ecuaþia 9zz3xyy2x 222  =0 

pentru care:   dy
5

7
zd 2,1  ; 

(b) ecuaþia 1xzzyx 233  =0 defineºte o funcþie  implicitã z=z(x,y) pentru 

care  
2

0,1
2 dx9zd  ; 

(c) sistemul 2vuvyzx  =0, 33 vuyx  =0 defineºte implicit funcþiile 

u=u(x,y,z), v=v(x,y,z) pentru care: 

  dz
4

1
dy

3

1
dx

6

1
ud 1,1,1  ,      dz

4

1
dx

2

1
vd 1,1,1    ºi   

16

1
)1,1,1(u 2z

 . 

(d)  ecuaþia zyx2xe 22z  =0 defineºte funcþia z=z(x,y) pentru care 

  0zd 0,1  . 

Exerciþiul 13. Arãtaþi cã nu existã f : IR2  IR, injectivã, de clasã 
1C . 

Indicaþie. Presupunem cã existã o asemenea funcþie; aplicând teorema 

inversiunii locale pentru g(x,y)=(f(x,y),y) se constatã o contradicþie. 

Exerciþiul 14. Fie 







































zy
yx

h w,
yx
xz

gv ,
xz
zy

fu , unde 

f,g,h C1(IR), f ºi g sunt strict crescãtoare ºi h strict descrescãtoare. Sã se arate cã 

u,v,w sunt dependente funcþional ºi sã se determine o relaþie de dependenþã 

funcþionalã. 
Exerciþiul 15. Fie f,g,h : IR  IRp schimbãri de coordonate. Sã se arate cã 

funcþiile: 
u = f ( x + 2y - z),  v = g (-x - y + 2z),  w = h (x + 3y - 2z). 

sunt dependente funcþional dacã ºi numai dacã 
4

5
 ; în acest caz sã se determine 

o relaþie de dependenþã funcþionalã. 
 
Exerciþiul 16.  

Fie 
zmymxm

zayaxa
u

321

321




 , 

znynxn
zbybxb

v
321

321




 , 

zpypxp
zcycxc

w
321

321




  definite pe 

domeniul maximal comun A. Sã se arate cã u,v,w sunt dependente funcþional pe A ºi 

sã se determine o relaþie de dependenþã funcþionalã. 
Indicaþie. Funcþiile u,v,w sunt omogene în sens Euler, iar sistemul obþinut 

prin permutãri circulare din ecuaþia      332211 aumzaumyaumx  =0 este 

compatibil nedeterminat; pentru generalizare se considerã 



















pp11

pp11
kk xm...xm

xa...xa
fu , 

k= n,1  unde funcþiile kf sunt transformãri regulate. 

Exerciþiul 17. Fie uk : A  IRp 
 IR,   n1,k ,ACu 1

k  , n p ºi 

    ,m1,i,u,...,uFf ,n1,k ,uFf n1ininkkk    unde n1,k,Fk   sunt transformãri 
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regulate, iar    E   ,ECF 1
in  IRn, m,1i  . Sã se arate cã funcþiile mn1 f,...,f   sunt 

dependente funcþional ºi sã se determine relaþii de dependenþã funcþionalã. 
Exerciþiul 18. Sã se determine o funcþie  f : IR 

 IR de clasã 
1C  astfel ca 

funcþiile g = f (x + y), h=f(x)f(y) sã fie dependente funcþional. 
Exerciþiul 19. Fie f, g, h, k : IR 

 IR schimbãri de coordonate ºi s = f(x - 2y+ 
+ z - t), u = g( 2x � y + 3z - 3t), v = h( x + y + z + t), w = k( 2x + (a-1)y + 2z + at). Sã 

se arate cã funcþiile s,u,v,w sunt dependente funcþional dacã ºi numai dacã a=0; în 

acest caz sã se determine o relaþie de dependenþã funcþionalã. 
Exerciþiul 20. Fie f, g, h, k : IR 

 IR schimbãri de coordonate, s=f(x), u=g(y), 

v=f(z), w=k(t), unde  sincosarx ,  sinsinbry ,  coscrz , t=dr, a,b,c,d  

IR*,   iar         ,02,0,0,,r . Sã se determine condiþii suficiente pentru ca 

s,u,v,w sã fie dependente funcþional ºi sã se indice, în acest caz, o relaþie de 

dependenþã funcþionalã. 
Exerciþiul 21. Ce devine ecuaþia       0y1xy1x3y1x 23

  dacã se 

face schimbarea de variabilã 
te1x  ? 

Rãspuns.       
...
y =0. 

Exerciþiul 22. Sã se arate cã ecuaþia     0yyx1x2yx1 22   se 

transformã prin schimbarea de variabilã  x = tg t  în ecuaþia 
..
y +y = 0. 

Exerciþiul 23. Sã se arate cã prin schimbarea rolului variabilei  x  cu cel al 
funcþiei y: 

(a) ecuaþia x   devine   0yy2y 2
  = 2y x  

(b) ecuaþia  0y3y5yx2 2    devine  0x3x5xx2 2
   

(c) dacã  
  0y15yyy10yy 342   atunci existã  a, b, c, d  IR 

astfel ca x(y) = dcybyay 23  . 

Exerciþiul 24. Fie expresia          xy2xxy13xxE 22  , unde x=x(t) 
este definitã implicit de ecuaþia: 

 
t

x
arctg21xln 2  . 

ªtiind cã   x(1)=0 ºi cã   11
..
y  , unde 

..
y  este derivata a doua a funcþiei y(t) = y(x(t)) sã 

se arate cã  E(0) = 13. 
Exerciþiul 25. Sã se transforme ecuaþia     0y1yxy2 3

  schimbând 

variabila ºi funcþia prin relaþiile  x - y = u ,   x + y = v,  unde  v = v(u). 
Rãspuns. v2v  . 
Exerciþiul 26. Ce devine ecuaþia diferenþialã de ordinul al doilea  

   0y1yxy 3   dacã x = u + v,   y = v � u, iar v = v(u) ? 

Rãspuns. 0vv8v 3
 . 

Exerciþiul 27. Sã se transforme ecuaþia cu derivate parþiale de ordinul întâi  

xy zyzx    în coordonate polare. 

Rãspuns.   0z  . 

Exerciþiul 28. Ce devine ecuaþia : 
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0
y
z

y
y
z

x2
y
z

x
yx
z

xy
x
z

y2
2

2
2

2

2

2
2

























 

în noile variabile independente 
2222 yxv   ,y2xu  ? 

Rãspuns.          vuv zvu2zuvv2u2  . 

Exerciþiul 29. Sã se arate cã ecuaþia lui Laplace 0
y
z

x
z

2

2

2

2










 are, în 

coordonate polare, forma: 

0
zzz

2

2

2

2
2















 . 

Exerciþiul 30. Sã se transforme ecuaþiile: 

(a) 
2

2
2

2

2
2

y
z

y
x
z

x








, u=xy, v=

y
x

; 

(b) 0
x
z

x6
y
z

y
yx
z

xy4
x
z

x4
2

2
2

2

2

2
2




















, u=x 2y , v=y, 

unde u,v sunt noile variabile independente. 
Rãspuns. 
(a) vuv zzu2  ; (b) 2v

z  =0. 

Exerciþiul 31. Sã se determine laplaceanul unei funcþii fC2(IR3) în 

coordonate sferice. 

Rãspuns. 



























F
ctg

r
1

r
F

r
2F

sinr
1F

r
1

r
F

f
22

2

222

2

22

2

. 

Exerciþiul 32. Sã se determine a,b IR astfel ca ecuaþia cu derivate parþiale 

de ordinul al doilea 2yxy2x
z2z3z   =0 sã aibã forma 0zuv  , dacã u = x + ay,   v = 

x + by sunt noile variabile independente. 
Exerciþiul 33. Sã se transforme ecuaþiile: 
(a) 2x 2zxyz 2yy  , uy = x, v = x, w = xz-y ; 

(b) 2
y

2
x

2 zzyzx  , u = x, y=
uv1

u


, z =

uw1

u


; 

(c) 2yxy2x
zz2z   =0, u = x+y, v = x - y, w = xy - z, 

unde u,v sunt noile variabile independente, iar w = w(u,v). 

Rãspuns. (a) 2u
w  =0;  (b) uw =0;  (c) 

2
1

w 2u
 . 

Exerciþiul 34. Sã se arate cã funcþia z = z(x,y) definitã implicit de ecuaþia 

 yx22 ze,yxf  =0, unde fC2(IR2)  verificã ecuaþia    *    zx-yzxzy yx  ; 

sã se arate apoi cã luînd u=
22 yx  , 

y
1

x
1

v   ca noi variabile independente ºi 

w=lnzxy, unde w=w(u,v), ecuaþia cu derivate parþiale * se transformã în 

ecuaþia
v
w



=0. 
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FORMULA LUI TAYLOR. EXTREME 

Vom extinde în acest capitol formula lui Taylor la funcþii scalare de mai multe 

variabile de forma f : A  IRp  IR. Reamintim cã în cazul p=1, dacã A este un 

interval, fCn+1(A) ºi a,xA, atunci existã un  între a ºi x astfel încât: 






 



n

0k

1nk
a )ax(fd

)!1n(
1

)ax(fd
!k

1
)x(f                                                         (*) 

Vom arãta cã ºi pentru p1, în anumite condiþii, existã o formulã similarã, 

adicã putem sã aproximãm într-o vecinãtate VVa funcþia f cu polinomul Taylor Tn 
(de grad n):  

 



n

0k

k
an )ax(fd

!k
1

)x(T)x(f . 

Una din problemele cele mai stringente din tehnicã, economie, etc. este cea 

a optimizãrii diverselor procese; optimizarea unui proces constã în aflarea extremelor 

(minime ori maxime) unei funcþii  funcþie care modeleazã matematic procesul 

respectiv  în anumite condiþii impuse variabilelor  condiþii care dau domeniul de 

definiþie al funcþiei. De aceastã problematicã se ocupã teoria optimizãrii. Noi vom 

aborda aici doar câteva tehnici de depistare a punctelor de extrem (locale, uneori ºi 
globale) ºi a naturii acestora folosind formula (*).  

A. FORMULA LUI TAYLOR 

Fie f : A IRp  IR o funcþie realã de p variabile reale, p1. 
Definiþia 1. Dacã f este diferenþiabilã de n ori în punctul aA atunci funcþia 

polinomialã Tn : IR
p  IR 

Ax   ),ax(fd
!n

1
...)ax(fd

!1
1

)a(f)x(T n
aan   

se numeºte polinomul lui Taylor de grad n asociat funcþiei f în punctul a; notând 

)a(ffd0
a  , atunci putem scrie 




n

0k

k
an )ax(fd

!k
1

)x(T . Funcþia: 

Rn: A  IR ,    Rn(x)=f(x)Tn(x),   xA 
se numeºte restul de ordinul n, iar relaþia  

f(x)= Tn(x)+ Rn(x),     xA 
o numim formula lui Taylor de ordinul n, sau dezvoltarea Taylor a funcþiei f în jurul 

punctului a. 
Observaþie. Folosind operatorul de diferenþiere d avem 

 )a(fdx
x

...dx
x

fd
)k(

p
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1
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a 








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











  ;  

dacã a=(a1,�ap), x=(x1,�xp), atunci: 
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)a(f
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x
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p
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1
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k
a 






















 . 

Pentru a extinde formula (*) valabilã pe intervalul A pentru cazul p1 avem nevoie de 
douã noþiuni noi: cea de segment ºi cea de mulþime convexã. 

Definiþia 2. Fie x,y IRp. Numim segment închis care uneºte punctele x ºi y 

mulþimea:  
     1,0t Ix)-t(yx y,x p  R .  

Mulþimea  
      pp I1,0t Ix)-t(yx y,x RR   

se numeºte segment deschis. Dacã pentru orice x,yAIRp, [x,y] A, spunem cã A 

este o mulþime convexã. 
Teorema 1(formula lui Taylor). Fie AIRp o mulþime convexã ºi f : A  IR o 

funcþie de clasã C
n+1 pe A ºi aAÅ. Pentru orice xA existã un (a,x) astfel ca 

 

)ax(fd
)!1n(

1
)ax(fd

!n
1

...)ax(fd
!2

1
)ax(fd

!1
1

)a(f)x(f 1nn
a

2
aa 


 

 . 

Demonstraþie. Sã considerãm a=(a1,�ap), x=(x1,�xp) ºi funcþia F : [0,1]IR   
definitã prin: 

))ax(ta),...,ax(ta(f))ax(ta(f)t(F ppp111  . 

Cum f este de clasã C
n+1 rezultã cã F este derivabilã de n+1 ori, cu derivata F

(n+1) 
continuã. Din formula lui Mac-Laurin rezultã cã pentru orice t[0,1] existã (0,1) 
astfel ca: 

)t(F
)!1n(

t
)0(F

!n
t

...)0(F
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t
)0('F
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)0(F)t(F )1n(
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
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...)0('F
!1
1

)0(F)1(F)x(f )1n()n( 


  , avem nevoie de 

valorile explicite )(F  ºi F),...,0(F ),0('F )1n()n(''  . Conform regulilor de derivare a 
funcþiilor compuse ºi observaþiei precedente obþinem: 
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Prin urmare )ax(fd)0(F),...,ax(fd)0(F  ),ax(fd(0)F'  ,)a(f)0(F n
a

)n(2
a

''
a  , iar 

x)(a,a)-(xa  unde   ),ax(fd)(F 1n)1n(  



 . 

În consecinþã: 
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  

ºi formula lui Taylor este demonstratã. 
Observaþia 1. Pentru n=0, din formula lui Taylor rezultã  




 





p

1k
kk

k

x)(a,   ),ax()(
x
f

)ax(fd)a(f)x(f , egalitate care 

constituie o generalizare (pentru p1) a formulei creºterilor finite a lui Lagrange. 
Observaþia 2. Restul de ordinul n din formula lui Taylor: 

x)(a,   ),ax(fd
)!1n(

1
)x(R 1n

n 


 

  

ne permite sã evaluãm eroarea din aproximarea de ordinul n: 


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k
an Ax   ),ax(fd
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)x(T)x(f , 

în cazul în care derivatele parþiale de ordinul n+1 ale funcþiei f pe A (care intervin în 

expresia diferenþialei de ordinul n+1) sunt mãrginite de aceeaºi constantã M0: 
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Observaþia 3. Dacã a=0=(0,...,0)A, formula lui Taylor: 
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se numeºte formula lui Mac-Laurin. 
Observaþia 4. În cazul p=2 (folosind binomul lui Newton) dezvoltarea Taylor 

a funcþiei f în jurul punctului (a,b)A (sau dupã puterile lui xa ºi yb) devine: 
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unde: 
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(0,1) cu   b),-(yb   ),ax(a  . 
În acest caz graficul funcþiei f este o suprafaþã de ecuaþie: 

S : z = f(x,y),  (x,y)A. 
Sã presupunem cã fC2(A), fd0fd 2

)b,a()b,a(   ºi U este o vecinãtate a punctului 

(a,b)A.  
Aproximarea de ordinul 0: Uy)(x,   ,)b,a(f)y,x(T)y,x(f 0   înseamnã, din 

punct de vedere geometric, cã dacã (x,y)U punctul M(x,y,f(x,y)) este înlocuit cu 

punctul M0(x,y,f(a,b)) aparþinând porþiunii de plan paralel cu xOy de ecuaþie: 
 S0 : z = T0(a,b) = f(a,b),  (x,y)A, 

aproximare care, în general, este nesatisfãcãtoare chiar dacã vecinãtatea U este 

�micã�.(vezi Fig.1.) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
Aproximarea de ordinul întâi: Uy)(x,   b),-ya,-f(xd)b,a(f)y,x(T)y,x(f )b,a(1   este 

mai finã, cãci presupune înlocuirea punctului M cu punctul M1(x,y,T1(x,y)) din 
porþiunea de plan tangent în punctul P(a,b,f(a,b)) la suprafaþa S: 

S1 : z = T1(x,y),  (x,y)A. 
(vezi Fig.2.). 
 
Aproximarea de ordinul al doilea: 

Uy)(x,   b),-ya,-f(xd
2
1

b)-ya,-f(xd)b,a(f)y,x(T)y,x(f 2
)b,a()b,a(2   

este mai finã decât precedenta; în acest caz punctul M(x,y,f(x,y)) de pe graficul S, 
(x,y)U este înlocuit cu punctul M2(x,y,T2(x,y)) aparþinând suprafeþei de ecuaþie: 

S2 : z = T2(x,y),  (x,y)A, 

M0 

M

z 

y 

x 

0 

z=T0(x,y) 
 (a,b,f(a,b)) 

 

U 

(a,b,0) 
 

Fig.1. 



 107 
 

suprafaþã tangentã în P(a,b,f(a,b)) la suprafaþa S ºi care are drept plan tangent în P 

planul S1(vezi Fig.3.). 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Exemplul 1. Sã se dezvolte polinomul f(x,y,z) = x

3+y3+xyzz2+xy+xz+1 
dupã puterile lui x1, y+1 ºi z1. 

Rezolvare. Vom folosi dezvoltarea Taylor a funcþiei f în jurul punctului    

a=(1, 1,1) IR3. Cum f este un polinom de gradul al treilea d4f=0, deci R3(x,y,z)=0 ºi 
formula lui Taylor este: 

)1z,1y,1x(fd
6
1

)1z,1y,1x(fd
2
1

)1z,1y,1x(fd)1,1,1(f)z,y,x(f 3
)1,1,1(

2
)1,1,1()1,1,1(  

Dar dzdxxdyydxzdz2xydzzxdyyzdxdyy3dxx3df 22  , 

dxdy2dz2dz)xdyydx(dy)xdzzdx(dx)ydzzdy(ydy6xdx6fd 2222  , iar 

)dxdydzdydx(6fd 33
3  . 

M 

M1 S1 

z 

y 

x 

0 

z=T1(x,y) 
 

(a,b,f(a,b)) 
 

(a,b,0) 
 

Fig.2. 

S2 

z 

y 

x 

0 

z=T2(x,y) 
 

(a,b,f(a,b)) 
 

(a,b,0) 
 

A 

Fig.3 
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Calculãm acum f(1,1,1)=2, dz4dy5dx2fd )1,1,1(  , 

2222
)1,1,1( dz2dy6dx6fd  

dzdx2dydz2dxdy4  ; prin urmare: 

 222 )1z()1y(3)1x(3)1z(4)1y(5)1x(22)z,y,x(f  

)1z)(1y)(1x()1y()1x()1x)(1z()1z)(1y()1y)(1x(2 33  . 
Observaþie. Polinomul f din exemplul precedent este un vector din spaþiul 

liniar IR3[x,y,z] al polinoamelor de trei variabile de grad mai mic sau egal cu trei 
exprimat în baza canonicã Bc={1, x, y, z, xy, yz, x2, y2, z2, x2y, x2z, y2x, y2z, z2x, z2y, 
x3, y3, z3, xyz} (dim IR3[x,y,z]=20). Dezvoltarea lui f dupã puterile lui x1, y+1, z1 
înseamnã de fapt exprimarea acestui vector în baza B={1, x1, y+1, z1, (x1)(y+1), 
(y+1)(z1), (x1)(z1), (x1)2, (y+1)2, (z1)2, (x1)2(y+1), (x1)2(z1), (y+1)2(x1), 
(y+1)2(z1), (z1)2(x1), (z1)2(y+1), (x1)3, (y+1)3, (z1)3, (x1) (y+1) (z1)}. 

Exemplul 2. Folosind formula lui Taylor de ordinul al treilea sã se calculeze 

valoarea aproximativã a numãrului (0,9)
2,1. 

Rezolvare. Ne intereseazã valoarea funcþiei f(x,y)=x
y în punctul (x,y)=(0,9; 

2,1); vom alege drept punct (a,b) în jurul cãruia vom dezvolta funcþia f unul în care 

putem calcula exact funcþia f ºi derivatele sale parþiale ºi, totodatã, cât mai apropiat 
de (x,y). Fie deci (a,b)=(1,2). Atunci: 
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(1,2)
1yy1y1y |xdydxxdylnxdylnxdxyxdxxlnx  dxdydx2dxdy 2  

)dydx(dx2  , iar dydx7fd 23
)2,1(  , rezultã cã 807,0

1000
7

10
2

1)9,0( 1,2
 . 

Sã remarcãm cã aproximarea de ordinul 0 este (0,9)
2,1
T0(x,y)=1, iar cea de 

ordinul al doilea este (0,9)2,1
T1(x,y)=0,8. În nici unul din aceste cazuri nu avem o 

estimare a erorii comise. Dacã dorim sã calculãm o expresie cu o precizie prestabilitã 

 trebuie sã gãsim un nIN astfel ca nR . 

Exemplul 3. Sã calculãm 4 9,01,4N   cu douã zecimale exacte. 

Considerãm funcþia 4

1

2

1

yx)y,x(f   pe care o dezvoltãm în jurul punctului (4; 1). 

Deoarece N=f(x,y) unde x=4,1 ºi y= 0,9, conform formulei lui Taylor existã (4; 4,1) 
ºi (0,9; 1) astfel încât: 
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aproximarea de ordinul zero: NT0(x,y)=f(4,1)=2 nu pare sã fie satisfãcãtoare. Sã 

încercãm o estimare cât mai finã pentru restul de ordinul întâi. Cum  
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 ),(f),(f2),(f
200

1 ''
y

''
xy

''
x 22    

iar  

32
1

4
1

),(f 4

1

2

3
''

x2 


, 

24
5

9
10

2
1

8
1

8
1

),(f 44

3

2

1
''

xy 




, 

24
5

2
9

10
32
3

9
10

2
1

16
3

16
3

),(f 4

7

4

7

2

1
''

y2 











, 

rezultã cã 
100

1
24
5

24
10

32
1

200
1

)y,x(R1 







 , deci putem afirma cu certitudine cã 

aproximarea de ordinul întâi: 

975,1025,02
2
1

4
1

10
1

2
10
1

,
10
1

fd)1,4(f)y,x(TN )1,4(1 
















  

este o evaluare cu douã zecimale exacte a numãrului N. 

B. EXTREMELE LOCALE ALE FUNCÞIILOR REALE DE MAI 
MULTE VARIABILE 

Fie f : AIRp
IR,  p1. 

Definiþia 3. Punctul aA se numeºte punct de extrem local (relativ) al funcþiei 

f dacã existã o vecinãtate VVa astfel încât �creºterea� funcþiei f : E(x)=f(x)f(a) 
pãstreazã semn constant pe mulþimea AV; dacã E(x)0, xAV spunem cã a este 

un punct de maxim local, sau relativ pentru f ºi scriem fmax=f(a); dacã E(x)0, xAV 
punctul a poartã numele de minim local (sau relativ) al funcþiei f ºi scriem fmin=f(a). 
Dacã V=A, iar punctul a este un extrem local (minim ori maxim) spunem cã a este un 

extrem global (sau absolut) al funcþiei f. 
Am vãzut cã, în cazul funcþiilor cu o singurã variabilã realã, teorema lui 

Fermat oferã condiþii necesare de extrem (dacã a


I este un punct de extrem pentru 
funcþia f : I IR  IR ºi f este derivabilã în a, atunci 0)a('f   sau, echivalent, daf=0). 
Teorema lui Fermat admite o generalizare pentru funcþiile de mai multe variabile. 

Teorema 2(a lui Fermat-condiþii necesare de extrem local). Fie f : AIRp
IR, 

p1. Dacã aÅ este un punct de extrem al funcþiei f iar f este diferenþiabilã în a, 

atunci daf=0, sau, echivalent, p 1,k   ,0)a(
x
f

k





. 
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Demonstraþie. Deoarece punctul a din interiorul mulþimii A este un extrem 

local pentru funcþia f, rezultã cã existã r0 astfel ca E(x)= f(x)f(a) sã pãstreze semn 

constant pentru orice xS(a,r)A. Fie s un versor arbitrar din IRp ºi funcþia auxiliarã 

ts)f(ag(t)  ,I)r,r(:g  R . Atunci )tsa(E)a(f)tsa(f)0(g)t(g   pãstreazã 

semn constant pentru t(r,r), cãci atsS(a,r), adicã funcþia g are un extrem local în 

t=0. Cum g este derivabilã în t=0 (fiind o compusã de funcþii derivabile), din teorema 

lui Fermat rezultã cã 0)a(
s
f

)0('g 



 ; prin urmare 0)a(

s
f





, pentru orice versor s 

din IRp; în particular, punând s=ek, p ,1k   (vectorii bazei canonice din IRp) obþinem 

p 1,k  ,0)a(
x
f

k





 , sau daf=0. 

Definiþia 4. Fie f : AIRp
IR, p1 ºi aÅ.  

Dacã f este diferenþiabilã în a ºi daf=0, punctul a se numeºte punct staþionar 

al funcþiei f. 
Dacã a este punct staþionar pentru f, sau dacã f nu este diferenþiabilã în a, 

spunem cã a este punct critic al funcþiei f (pentru funcþia f). 
Observaþia 1. Din teorema lui Fermat rezultã cã punctele interioare de 

extrem local ale funcþiei diferenþiabile f se gãsesc, dacã existã, printre soluþiile 

sistemului de p ecuaþii cu p necunoscute 

p 1,k   ,0)x,...x(
x
f

p1
k





 . 

Observaþia 2. Ca ºi în cazul p=1, teorema lul Fermat dã condiþii necesare, 

nu ºi suficiente, de existenþã a punctelor de extrem local. De exemplu, funcþia            

f : IR2
IR,  f(x,y)=xy are derivatele parþiale nule în (0,0), dar originea nu este punct 

de extrem local al funcþiei f (f fiind o formã pãtraticã nedefinitã). Deci (0,0) este un 

punct staþionar (deci ºi critic) pentru f care nu este extrem local. În schimb, pentru 

funcþia g : [0,)[0,)  IR,  g(x,y)=xy , originea (0,0) este un punct critic (g nu este 
diferenþiabilã în (0,0)) care nu este staþionar, dar este un punct de extrem global. 

 Observaþia 3. Am vãzut cã la funcþiile de o singurã variabilã semnul 

diferenþialei de ordinul al doilea într-un punct staþionar ne dã informaþii asupra naturii 

acestui punct. În cazul funcþiilor de mai multe variabile semnul diferenþialei de ordinul 

doi (care este o formã pãtraticã) într-un punct staþionar va stabili natura punctului 

respectiv. Vom utiliza urmãtoarele leme: 
Lema 1. Fie  : IRp

IR o formã pãtraticã. 
(a) Dacã  este pozitiv definitã (adicã (x)0, pentru orice x IRp \ {0}) existã  

m0 astfel ca 
2

xm)x(  , pentru x IRp . 

(b) Dacã  este nedefinitã atunci existã s1, s2  IRp \ {0} astfel încât (ts1)0 ºi  
(ts2)0, pentru orice t IR*. 

Demonstraþie. (a). Fie  1x|IxS p  R . Atunci S este o mulþime închisã 

ºi mãrginitã, deci o mulþime compactã, iar  este o funcþie continuã, prin urmare  
este mãrginitã ºi îºi atinge marginile pe S (teorema 16, cap.1). Fie m minimul funcþiei 

 pe S; desigur m0 cãci  este pozitiv definitã ºi: 
(x)m,  pentru orice xS                                                                             (1) 
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Fie acum x IRp \ {0}; atunci Sx
x
1

  ºi )x(
x

1
x

x
1

2















 ; în consecinþã, 

din (1) rezultã cã xm)x(  , pentru orice x IRp. 
(b) Fie Bc baza canonicã din IRp. Cum  este o formã pãtraticã, existã o bazã 

ortonormatã B în care  are forma canonicã. Fie T=(bij) matricea de trecere de la 
baza Bc la baza B. Atunci: 

2
pp

2
22

2
11p1 y...yy)x,...,x(                                                                 (2) 

unde 

 p1,2,...,i    ,xby
p

1j
jiji 



                                                                              (3) 

iar 1, 2,..., p sunt valorile proprii ale matricii ataºate formei pãtratice  în baza 

canonicã. Putem presupune (cu o eventualã permutare a indicilor) cã 10 ºi 20 
(forma  fiind nedefinitã). Sistemele: 

 p2,3,...,i   ,0y   ,1y i1                                                                             (4) 
 p1,3,4,...,i   ,0y   ,1y i2                                                                          (5) 

au, þinând seama de (3), ca matrice pe T; prin urmare au soluþie unicã. Fie 

)a,...,a(s p11  , respectiv )b,...,b(s p12   soluþiile sistemelor (4), respectiv (5). Atunci, 

conform (2) obþinem: 
0)s( 11   ºi 0)s( 22                                                                        (6) 

Dar  este formã pãtraticã, deci pentru orice t IR* 0t)s(t)ts( 2
11

2
1   ºi 

0t)ts( 2
22  . 

Lema 2. Fie fC2(A) ºi aA. Atunci existã o funcþie  : AIR astfel ca pentru 
orice xA: 

)x(ax)ax(fd
2
1

)ax(fd)a(f)x(f
22

aa  , unde )a(0)x(lim
ax




. 

Demonstraþie. Fie xA \ {a}. Conform formulei lui Taylor existã (a,x) astfel 
încât: 

)ax(fd
2
1

)ax(fd)a(f)x(f 2
a                                                                  (1) 

Fie 

 p 1,ji,     ),a(
xx
f

)(
xx
f

)x(
ji

2

ji

2

ij 








                                                         (2) 

Cum )A(Cf 0''
xx ji
  iar a când xa, din (2) rezultã: 

 p 1,ji,   ,0)x(lim ijax



                                                                                   (3) 

Atunci: 

 


 
p

1j,i
jjii

''
xx

''
xx

2
a

2 )ax)(ax()a(f)(f)ax(fd)ax(fd
jiji

, 

deci, din (2) obþinem: 




 
p

1j,i
jjiiij

2
a

2 )ax)(ax)(x()ax(fd)ax(fd                                              (4) 
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Fie (a)0 ºi 






p

1j,i
jjiiij2
)ax)(ax)(x(

ax

2
)x( . Atunci din (1) ºi (4) rezultã cã: 

)x(ax)ax(fd
2
1

)ax(fd)a(f)x(f 2
aa  . 

Rãmâne sã dovedim cã 0)x(lim
ax




. Aplicând succesiv inegalitatea modulelor, 

respectiv inegalitatea lui Cauchy-Buniakowsky-Schwarz (vezi exemplul 14, cap.1) 
obþinem: 




 


p

1j,i
jjiiij )ax)(ax()x(

ax
1

)x(  








p

1j,i
ij

p

1j,i

2
jj

2
ii

p

1j,i

2
ij2

)x()ax()ax()x(
ax

1
, 

iar din (3) ºi teorema cleºtelui obþinem: 0)x(lim
ax




. 

Teorema 3 (condiþii suficiente de extrem). Fie f : AIRp
IR, o funcþie de 

clasã C
2 ºi aA un punct staþionar pentru f. Dacã fd2

a  este pozitiv (negativ) definitã, 

atunci a este un punct de minim (respectiv maxim) local al funcþiei f. Dacã fd2
a  este 

nedefinitã atunci a nu este punct de extrem pentru funcþia f. 
Demonstraþie. Deoarece a este punct staþionar rezultã cã 0fda  ; conform 

lemei 3 rezultã cã pentru orice xA 

)x(ax)ax(fd
2
1

)a(f)x(f
22

a                                                              (1) 

ºi )a(0)x(lim
ax




. 

 1. Presupunem cã fd2
a  este pozitiv definitã; conform lemei 1 rezultã cã: 

  m0 astfel încât 
22

a axm)ax(fd                                                          (2) 

pentru orice x IRp. Din (1) ºi (2) rezultã cã: 

 
2

ax)x(
2
m

)a(f)x(f 







                                                                        (3) 

pentru orice xA. Dar 0)x(lim
ax




 ºi m0, deci existã VVa astfel ca: 

 0)x(
2
m

 ,   pentru orice xV                                                                   (4) 

Din (3) ºi din (4) rezultã cã f(x) f(a)  0 pentru orice xA  V,adicã a este un minim 

local al funcþiei f. 
2. Dacã da

2f este negativ definitã , iar g= - f, atunci da
2g este pozitiv definitã ºi 

conform punctului precedent, existã VVa astfel ca: 
g(x) - g(a) = f(x) + f(a)  0, pentru orice x  V  A , adicã a este un maxim 

local pentru funcþia f. 
3. Presupunem acum cã da

2f este nedefinitã. Conform lemei 1(b) rezultã cã 

existã douã direcþii s1 , s2  IRp-{0} astfel încât: 
da

2f (s1t) > 0 ºi da
2f (s2t) < 0 , pentru orice t IR*                                         (5) 
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Luând x = a + ts1 ºi y = a + ts2, cum aÅ, existã o vecinãtate V0 a punctului 0 IR 
astfel ca x,yA, pentru tV0. Din (1) obþinem : 

f(x) - f(a) = t2(
2
1

da
2f(s1) + (x))                                                                      (6) 

f(y) - f(a) = t2(
2
1

da
2f(s2) + (y))                                                                      (7) 

Dar 
0t

lim

(x) = 0 = 

0t
lim


 (y), deci existã o vecinãtate U a punctului 0 IR, UV0, astfel 

ca:  

2
1 da

2f(s1) + (x) > 0 ºi  
2
1 da

2f(s2) + (y) < 0                                                 (8) 

pentru tU. În sfârºit, din (8),(6) ºi (7) rezultã cã pentru tU: f(x)f(a)>0 ºi f(y)f(a)<0, 
adicã punctul a nu este un extrem pentru funcþia f.   

Observaþie. În condiþiile teoremei precedente da
2f este o formã pãtraticã a 

cãrei matrice este hessiana funcþiei f în a: Hf(a)=

p,1j
p,1iji

2

)a(
xx
f





















. Reamintim cã dacã 

valorile proprii 1,2,�,p sunt mai mari (mici) sau egale cu 0, atunci da
2f este pozitiv 

(negativ) definitã, iar dacã existã i>0 ºi j < 0 ea este nedefinitã. De asemenea, 

pentru stabilirea naturii punctului a putem aplica criteriul lui Sylvester:  

notând cu 1= )a(f ''
x2

1
 , 2=

)a(f)a(f

)a(f)a(f

''
x

''
xx

''
xx

''
x

2
221

21
2
1 ,�, p=detHf(a), atunci: 

(a) dacã k0, k= p,1 , atunci a este un minim local; 
(b) dacã 1<0 , 2>0 , 3<0,�., (1)p 

p >0, atunci a este un maxim local  
pentru f; 

(c) dacã în inegalitatãþile de la (a), respectiv (b) existã k astfel încât k=0  
metoda nu decide natura punctului a; 

(d) în rest da
2f este nedefinitã, deci a nu este punct de extrem pentru funcþia f. 

Exemplul 4. Sã determinãm extremele locale ale funcþiei f : IR2
IR,  

13y2
2
y

3
y

x2
2
x3

3
x

)y,x(f
2323

 . Cum fC2(IR2) rezultã cã putem determina 

toate punctele de extrem prin metoda descrisã:  
 Pasul 1.  Determinãm punctele staþionare din sistemul: 

 










02yy)y,x(`f

02x3x)y,x(`f
2

y

22
x , 

deci punctele (1,1), (1,-2), (2,1) ºi (2,-2) sunt conform teoremei lui Fermat posibile 
puncte de extrem. 

 Pasul 2. Studiem natura punctelor staþionare folosind criteriul lui Sylvester. 
Hessiana funcþiei f în punctul curent este : 

Hf(x,y)= 












1y20

03x2
, iar 1(x,y)=2x3, 2(x,y)=(2x3)(2y1). 

În (1,1),  1=1 ºi 2=1, deci acest punct nu este punct de extrem pentru f. 
În punctul (1, 2),  1 = 1 < 0, 2 = 5 > 0, deci (1,-2) este un maxim local ºi 

fmax=f(1, 2)=79/6. 
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Deoarece 1(2,1) = 1, 2(2,1) = 1 > 0 rezultã cã (2,1) este un punct de minim 

local pentru f ºi fmin=23/2. 
În sfarºit, în (2, 2) avem 1= 1<0, 2= 5<0, deci punctul (2, 2) nu este un 

extrem al funcþiei f. 
Observaþie. Dacã într-un punct staþionar a al funcþiei f diferenþiala a doua se 

anuleazã ºi f este de clasã C
n, n3 atunci folosim o dezvoltare de ordin superior în 

formula lui Taylor; dacã primele derivate parþiale nenule sunt de ordin impar, atunci 

punctul staþionar nu este extrem pentru f. 
Exemplul 5. Sã se determine extremele locale ale funcþiei f : IR3

 IR, 
f(x,y,z)=x4+y4+z4- 4xyz. 

Rezolvare. Determinãm mai întâi punctele staþionare rezolvând sistemul: 















0)xyz(4)z,y,x(`f

0)zxy(4)z,y,x(`f

0)yzx(4)z,y,x(`f

3
z

3
y

3
x

 

Deci punctele (0,0,0), (1,1,1), (1,-1,-1), (-1,1,-1), (-1,-1,1) sunt posibile puncte de 
extrem. Hessiana funcþei f în punctul curent este: 

Hf(x,y,z)=4






















2

2

2

z3xy

xy3z

yzx3

. 

(a). Deoarece Hf(0,0,0) este matricea nulã, d
2
(0.0.0)f=0. Vom studia semnul 

diferenþialei de ordinul trei în (0,0,0). Cum     zdxdy2dzzdyydxx34fd 2222   
zdxdyydxdz  , avem  d3f = 24(xdx3+ydy3+zdz3-dxdydz),  deci  d3

(0,0,0)f(x,y,z) =  
24dxdydz, adicã d

3
(0,0,0)f(x,y,z) = 24xyz, care este o formã ternarã ce îºi schimbã 

semnul în orice vecinãtate a originii; prin urmare (0,0,0) nu este un punct de extrem 

pentru f. 

(b). Deoarece Hf(1,1,1)=4






















311

131

113

, avem 1=12, 2=
248  , 

3=
3416  >0 ºi conform criteriului lui Sylvester, (1,1,1) este un minim local, iar 

fmin=f(1,1,1)=-1. 
(c). Deoarece f(x,y,z)=f(y,z,x)=f(z,x,y), pentru a studia natura punctelor 

staþionare rãmase este suficient sã analizãm natura punctului (1,-1,-1). Cum  

Hf(1,-1,-1)=4




















311

131

113

, avem 1 = 12,  2 = 248  ,  3 = 3416   > 0; rezultã cã 

cele trei puncte sunt de minim local pentru f ºi fmin= f(1,1,1)= f(1,1,1)= 
f(1,1,1)= 1. 

Exemplul 6. Dintre toate paralelipipedele drepte pentru care suma lungimilor 
laturilor este egalã cu a>0 sã se determine cel al cãrui volum e maxim. 

Rezolvare. Fie x,y,z lungimile laturilor unui asemenea paralelipiped; atunci 
volumul sãu este : 
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 V(x,y,z) = xyz, unde  V:A={(x,y,z) IR3 | x + y + z = a, x,y,z > 0}. Valoarea 
maximã a funcþiei V coincide cu cea a funcþiei f(x,y) = V(x,y,a-x-y) = xy(a � x � y ), 
unde f este de clasa C2 pe  

B = {(x,y) IR2| x , y > 0 , x + y a}. Determinãm punctele staþionare din 

sistemul: 











ay2x0xy2xax)y,x(`f

ayx20yxy2ay)y,x(`f
2

y

2
x  

Deci singurul punct staþionar este 








3
a

 ,
3
a

, iar 

 Hf 








3
a

 ,
3
a

=





















3

a
,

3

ax2y2x2a

y2x2ay2
=























3
a

2
3
a

3
a

3
a

2
. 

Atunci 1= -2
3
a

 < 0, 2 = 
3
a2

 > 0, deci 








3
a

 ,
3
a

 este un maxim local pentru f ºi     

f max = f 








3
a

 ,
3
a

 = 
27
a3

. Nu avem însã certitudinea cã 








3
a

 ,
3
a

 este un maxim 

absolut. Considerãm funcþia: g:B ={(x,y)IR2
x,y  0, x+ya}  IR, g(x,y)=xy(a�x�y). 

Cum g este o funcþie continuã pe un compact rezultã cã ea este mãrginitã ºi îºi 

atinge marginile. Pe interiorul lui B , adicã pe B am vãzut cã existã un singur extrem 










3
a

 ,
3
a

. 

 
 
 
 
 
 
 
 
Rãmane sã determinãm extremele pe frontierã. Pe segmentul OC avem y=0 

ºi x[0,a], deci funcþia h(x)= g(x,0) = 0 este constantã; analog pe OD; pe CD avem 

x+y=a, x[0,a] ºi k(x)=g(x,a-x)=0. Prin urmare imaginea funcþiei g este                     

Im g=g(B )= 








27
a

 ,0
3

 ºi maximul ei absolut este atins în interior; deci 








3
a

 ,
3
a

 este un 

maxim absolut pentru f, iar 








3
a

 ,
3
a

 ,
3
a

 este un maxim absolut pentru V. În consecinþã, 

parealelipipedul cãutat este cubul de laturã 
3
a

. 

Observaþie. Dacã f : A  IRp
 IR este o funcþie continuã ºi A este o mulþime 

compactã, atunci extremele sale absolute se determinã astfel: 
(a) determinãm extremele locale pe Å, 

0

y 

x 

C(a,0) 

B 

D(0,a) 
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(b) determinãm extremele locale pe frontiera Fr A;  
atunci maximul absolut e cel mai mare maxim local, iar minimul global este cel mai 
mic minim local (dintre cele determinate la (a) ºi (b)). Pentru funcþiile de douã 

variabile problema determinãrii extremelor pe frontierã se reduce, ca în exemplul 

precedent, la determinarea extremelor unor funcþii de o singurã variabilã. În cazul 

funcþiilor de trei variabile determinarea extremelor pe frontierã revine la studiul 

extremelor unor funcþii de douã variabile, º.a.m.d. Ne vom ocupa de aceastã 
problemã în secþiunea consacratã extremelor cu legãturi. 

Exemplul 7. Determinaþi extremele absolute ale funcþiei f(x,y) = xy pe 

domeniul triunghiular de vârfuri O(0,0), A(1,0), B(0,2). 
Rezolvare. Domeniul  de  definiþie  al  funcþiei  f este  D={(x,y) IR2 | x,y  0, 

x + y / 2 1}. 
 
 
 
 
 
 
 

1. Pe interiorul mulþimii D, deci pe 


D ={(x,y)|x,y > 0, 2x + y <2} sistemul:   









0x`f

0y`f

y

x    

are o unicã soluþie (0,0) 


D . Neavând puncte staþionare rezultã cã pe 


D  f nu are 
extreme locale. 

2. Pe frontiera Fr D=OABO considerãm  cazurile: 
2.1. Pe segmentul [OA] avem y = 0 ºi x[0,1]. Funcþia g(x) = f(x,0) = 0 este 

constantã pe [0,1]. 
2.2. Pe segmentul [OB] avem x = 0 ºi y[0,2]. Funcþia h(y) = f(0,y) = 0 este 

constantã pe [0.2]. 
2.3. Pe segmentul deschis AB avem y = 2 - 2x, x(0,1). Atunci funcþia  k(x) = 

f(x,2-2x) = 2x(1-x) are un maxim în x = 
2
1

, kmax = k(
2
1

) = 
2
1

. 

Prin urmare fmin = f(x,0) = f(0,y) = 0, pentru x[0,1], respectiv y[0,2] ºi fmax = 

f(
2
1

,1) = 
2
1

, iar Im f = f(D) = [0,
2
1

]. 

Observaþie. Sã presupunem cã sunt îndeplinite condiþiile din teorema 

funcþiilor implicite astfel ca ecuaþia    A:f     ,0z,y,xf  IR3  IR, fC2(A) sã 

defineascã funcþia  y,xzz   într-o vecinãtate a punctului   Ac,b,a  . Dacã  b,a  
este un punct de extrem local al funcþiei z  putem sã determinãm condiþii simple (ca 

în cazul funcþiilor de o variabilã definite implicit � vezi exemplul 11, cap. 3 ºi 
observaþia care îl precede) pentru a stabili natura sa. Cum derivatele de ordinul întâi 

sunt: 

z

x

f
f

x
z









, 

z

y

f

f

y
z









  

D 

0

y 

x 

A 

B 
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punctul  c,b,a  trebuie sã fie o soluþie a sistemului: 
   0z,y,xf  ,   0z,y,xfx  ,   0z,y,xfy  , 

iar   0c,b,afz  . Atunci: 

 
   

 

 

 c,b,af

c,b,af

f

zffffzff
b,az

z

x

c,b,a
2

z

xzzxxzxxzx
x

222

2








 , 

 
 

 c,b,af

c,b,af
b,az

z

xy
xy




  ºi  

 

 c,b,af

c,b,af
b,az

z

y

y

2

2



 . 

Prin urmare, dacã 2x
z  (a,b) 2y

z  (a,b)( xyz  (a,b))2 
 0, atunci pentru 2x

z  (a,b)  

0 punctul  b,a  este un minim local pentru z ºi   cb,azzmin  , iar dacã 2x
z  (a,b) 0 

atunci  b,a  este un maxim local al funcþiei implicite  y,xzz   ºi   cb,azzmax  .  

Exemplul 8. Sã se determine extremele funcþiei  y,xzz   definitã implicit de 

ecuaþia   222222 zx2zyx  .  

Rezolvare. Desigur funcþia     2zxzyxz,y,xf 222222   este de 

clasã 
2C pe IR3, iar     z2zyxz4z,y,xf 222

z   este nenulã pentru 0z  . Prin 
urmare ecuaþia datã determinã unic funcþia  y,xzz   într-o vecinãtate a unui punct 

 c,b,a  IR3, cu c0, care verificã aceastã ecuaþie. Vom determina  c,b,a , c0 astfel 
ca funcþia implicitã z  z(x,y) sã admitã punctul (a,b) ca punct staþionar din sistemul 

f(x,y,z)0,     0x2zyxx4z,y,xf 222
x  ,     0zyxy4z,y,xf 222

y  ; 

obþinem xy0 ºi z1. Conform teoremei funcþiilor implicite existã douã funcþii 

 UCz,z 2
21  , unde  0,0U V  care admit punctul (0,0) ca punct staþionar, iar 

  10,0z1   ºi   10,0z2  . 

Dar 2x
f  (x,y,z) 4(x2+y2+z2)+8x2+2, xyf  (x,y,z) 8xy ºi 2y

f  (x,y,z) 4(x2+y2+ z2)+8y2, 

Iar 2x
f  (0,0,1)  6, xy

f  (0,0,1)  0,   41,0,0f 2y
  ºi zf  (0,0,1)  6. Aºadar hessiana 

funcþiei z1 este  

  



















3
2

0

01
0,0H

1z ,  

11   ºi 
3
2

2  , deci funcþia z1 are un maxim local în (0,0) ºi z1 max  z1(0,0)1. 

Analog  

  















3
2

0

01
0,0H

2z , 

iar 011  , 0
3
2

2  ; prin urmare funcþia z2 are un minim local în origine ºi z2 min 

 z2(0,0)1. 
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C. EXTREME CONDIÞIONATE 

Definiþia 5. Fie f : A  IRp
 IR  ºi B  A. Spunem cã punctul aB este un 

extrem local al funcþiei f relativ la mulþimea B(extrem condiþionat de B) dacã existã 

VVa astfel ca expresia E(x)f(x)f(a) sã pãstreze semn constant pe mulþimea 

BV  ; dacã   0xE   pe BV  , a este un minim local al funcþiei f relativ la B; iar 
dacã   0xE   pe BV  , a poartã numele de maxim local relativ la B. Extremele 
relative la o submulþime B  A (adicã extremele funcþiei restricþie fB) se numesc 
extreme condiþionate. 

Vom analiza în continuare doar cazul în care B este definitã de mulþimea 

soluþiilor unui sistem de pm   ecuaþii cu mnp   variabile: m1n1 y,...,y,x,...,x ; notând 

x(x1,...,xn), y(y1,...,ym), ne propunem sã gãsim extremele funcþiei f : A  IRn+m 
IR,  

f(x,y) f(x1,...,xn,y1,...,ym)  
relative la mulþimea  

    m,1j,0y,xgAy,xB j  ,  

unde A:g j  IR,  m,...,2,1j . Ecuaþiile ale cãror soluþii definesc mulþimea B: 

  0y,xg j  , m,1j                                                                                    (*) 

se mai numesc legãturi, iar extremele locale ale funcþiei f condiþionate de mulþimea    

B � extreme cu legãturi. 
Observaþie. Dacã legãturile (*) sunt explicitabile, adicã existã funcþiile 

C:y  IRn
IR, astfel ca    Bxy,x j  , m,1j   ºi      0xy,...,xy,xg m1j  , Cx  , 

m,1j  , atunci problema aflãrii extremelor condiþionate ale funcþiei f se reduce la cea 

a depistãrii extremelor funcþiei de n variabile C:h  IR,  
      n1mn11n1n1 x,...,xy,...,x,...,xy,x,...,xfx,...,xh  . 

Aceastã metodã a înlocuirii variabilelor am folosit-o deja în exemplul 7, unde legãtura 

azyx   a condus, prin înlocuirea variabilei yxaz   în funcþia V, la aflarea 

extremelor unei funcþii de douã variabile. 
Aceastã observaþie ne sugereazã sã impunem sistemului (*) condiþiile 

teoremei funcþiilor implicite de aºa manierã încât legãturile (*) sã defineascã funcþiile 

 xyy jj  , m,1j  . Astfel, teorema lui Fermat (Teorema 2) ne va da condiþii necesare 

de existenþã a extremelor condiþionate, iar teorema 3 ne va furniza condiþii suficiente 

ºi chiar tehnici de stabilire a naturii acestor extreme. J.P. Lagrange a fost cel care a 
fãcut aceste constatãri, constatãri care l-au condus la elaborarea unui procedeu 
practic ingenios de aflare a extremelor cu legãturi. 

 
Metoda multiplicatorilor lui Lagrange 
Teorema 4.(condiþii necesare pentru extreme cu legãturi). Fie A:g,f j        

 IRn+m  IR, m,1j   funcþii de clasã C
1 pe A. Dacã   Ab,a  , unde  n1 a,...,aa  , 

 m1 b,...,bb   este un punct de extrem local al funcþiei f cu legãturile (*), iar: 
 
 

  0b,a
y,...,yD
g,...,gD

m1

m1                                                                                  (**) 
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atunci existã numerele  m21 ,...,,  IR numite multiplicatorii lui Lagrange astfel încât 

punctul (a,b) sã fie un punct staþionar al funcþiei A:F IR, 

mm2211 g...ggfF  . 
Demonstraþie. Determinantul matricii sistemului  

   










 m

1j
j

k

j

k

yb,a
y

g
b,a

y
f

, m,1k                                                          (1) 

este 
 
 

  0b,a
y,...,yD
g,...,gD

m1

m1  ; prin urmare sistemul are soluþie unicã 

mm2211 y,...,y,y  , deci din (1) obþinem: 

   










 m

1j k

j
j

k

0b,a
y

g
b,a

y
f

, m,1j                                                         (2) 

Cum (a,b) este extrem condiþionat de ecuaþiile (*) avem   0b,ag j  ,  ACg 1
j  , 

m,1j   ºi 
 
 

  0b,a
y,...,yD
g,...,gD

m1

m1  ; în acord cu teorema funcþiilor implicite existã VVa  ºi 

o unicã funcþie  xyy  ,  VCy 1  definitã implicit de sistemul (*), adicã: 

   0xy,xg j  , Vx , m,1j                                                                      (3) 

iar   bay  . Derivând în raport cu xi în (3) rezultã: 

       















 m

1k i

k

k

j

i

j 0x
x
y

xy,x
y

g
xy,x

x

g
, n,1i  , m,1j                                (4)      

Punând ax  , în (4), cum   bay  , obþinem: 

     














 m

1k i

k

k

j

i

j 0a
x
y

b,a
y

g
b,a

x

g
, n,1i  , m,1j                                            (5) 

Fie V:h  IRn
 IR,     xy,xfxh  . Deoarece (a,b) este un extrem al funcþiei f 

condiþionat de relaþiile (*), urmeazã cã a este un extrem local pentru funcþia h. Din 

teorema lui Fermat rezultã cã a este punct staþionar pentru h, deci   0a
x
h

i





, n,1i   

sau: 

     














 m

1k i

k

ki

0a
x
y

b,a
y
f

b,a
x
f

, n,1i                                                          (6) 

Fie acum IRA:F ,      



m

1j
jj y,xgy,xfy,xF . Sã arãtãm cã (a,b) este punct 

staþionar pentru F, adicã derivatele parþiale ale funcþiei F în (a,b) sunt nule. Din (2), 

(5) ºi (6) obþinem: 

 

     
 

 

     











































 



 



b,a
x
f

a
x
y

b,a
y

g

b,a
x
f

b,a
x

g
b,a

x
f

b,a
x
F

i

m
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


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
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i
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a
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y  

   
 















m

1k
6

ki

k 0b,a
y
f

a
x
y

, n,1i  , 

ºi teorema este complet demonstratã.     
Definiþia 6. Fie f, gj : A  IRn+m 

 IR, m1,j ,   funcþii de clasã C
2 pe A, unde 

funcþiile gj verificã (. Atunci A:L  IRm 
 IRn+2m  IR, definitã prin: 

         yx,gë...yx,gëyx,gëyx,fëy,x,L mm2211   

pentru orice (x,y)A ºi orice  m1,...,  IRm se numeºte funcþia lui Lagrange, iar 
variabilele   m21 ,...,,  IR se numesc multiplicatorii lui Lagrange. 

Conform teoremei precedente  punctele de extrem  ale funcþiei f cu legãturile (*, 
dacã existã, se gãsesc printre soluþiile sistemului de n+2m necunoscute n21 x,...,x,x , 

m21 y,...,y,y , m21 ,...,,  : 

 m1,j 0,
L

 ,m1,k 0,
y
L

  ,1,ni 0,
x
L

jki














                                         (***) 

Sã remarcãm faptul cã dacã  0,b,a    este o soluþie a acestui sistem  ( deci punct  

staþionar pentru L ), iar funcþiile m21 g,...,g,g  verificã **, atunci d(a,b)gj=0 ºi 

           m1,j  0,dyba,
x

g
...dyba,

y

g
dxba,

x

g
...dxba,

x

g
m

m

j
1

1

j
n

n

j
1

1

j




















        (****) 

este un sistem liniar compatibil determinat, care, prin regula lui Cramer, permite 
explicitarea proiecþiilor m1 dy,..,dy  în funcþie de proiecþiile n1 dx,..,dx . Aceastã 

constatare ne permite sã dãm condiþii suficiente  pentru determinarea  extremelor 

condiþionate ale funcþiei f ºi sã elucidãm natura acestora prin studiul unei forme 
pãtratice de n variabile. 

Teorema 5. (condiþii suficiente pentru extreme cu legãturi). Fie 
f,    m,1j,ACg 2

j   ºi  0,b,a   un punct staþionar al funcþiei lui Lagrange care verificã 

**  ºi funcþia: 

          Ay,x,y,xgy,xf,y,xLy,xF
m

1j
j

0
j

0  


. 

Fie, de asemenea, :  IRn 
 IR forma pãtraticã obþinutã prin înlocuirea proiecþiilor 

m1 dy,...,dy  în funcþie de proiecþiile n1 dx,...,dx  ( rezultate din sistemul ****)) în  Fd2
b,a . 

Dacã   este pozitiv ( negativ )  definitã atunci (a,b) este un punct de minim ( maxim ) 

local al funcþiei f cu legãturile *; dacã f este nedefinitã  atunci (a,b) nu este punct de 

extrem condiþionat pentru funcþia f. 
Demonstraþie. Fie     m1,j0,y,xg|Ay,xB j  . Din *** rezultã cã 

 b,ag j =0, m,1j  , deci (a,b)B. Atunci, pentru orice       y,xFyx,E ,By,x  

     b,afy,xfb,aF  , deci extremele locale ale funcþiei F coincid cu extremele 

locale ale funcþiei f cu legãturile *. 
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Pe de altã parte, cum  0,b,a   este punct staþionar al funcþiei lui Lagrange, 

din *** rezultã cã: 

    m1,k ,n1,i    0,,b,a
y
L

 ºi  0,b,a
x
L 0

k

0

i










 

deci 

      n1,i   ,0b,a
x
F

b,a
x

g
 b,a

x
f

ii

j
m

1j

0
j

i


















 

 

      m1,k   ,0b,a
y
F

b,a
y
g

 b,a
y
f

kk

i
m

1j

0
j

k


















, 

adicã  (a,b)  este punct staþionar pentru funcþia F. 
În sfârºit, cum f, gj sunt funcþii de clasã C

2 pe a rezultã cã  ACF 2  ºi, în 

acord cu teorema 3, putem stabili natura punctului (a,b) cu ajutorul  Fd2
b,a ; dar în 

forma pãtraticã  Fd2
b,a  de n+m variabile proiecþiile m,1j,dy j   sunt, dupã rezolvarea  

sistemului ****, combinaþii liniare ale proiecþiilor n1 dx,...,dx ; deci signatura formei 

 Fd2
b,a coincide cu cea a formei pãtratice   de n variabile. Prin urmare din teorema 3 

rezultã cã dacã   este pozitiv (negativ) definitã, atunci (a,b) este un punct de minim 

(maxim) local pentru f cu legãturile *, iar dacã   este nedefinitã, atunci (a,b) nu este 

un extrem condiþionat al funcþiei f. 
Observaþie. Schematizând rezultatele precedente, dacã f,    m,1j,ACg 2

j  , 

atunci metoda multiplicatorilor lui Lagrange de determinare a extremelor funcþiei f cu 

legãturile * presupune parcurgerea urmãtoarelor etape: 

1.  Formãm funcþia lui Lagrange j

m

1j
jgfL 



  ºi îi determinãm punctele 

staþionare rezolvând sistemul ***. Apoi, pentru fiecare punct staþionar  0,b,a   care 
verificã ** rezolvãm urmãtorii paºi: 

2. Formãm funcþia auxiliarã      Ay x,,,y,xLy,xF 0  ºi calculãm  Fd2
ba,  ( de 

2m variabile ). 
3. Rezolvãm sistemul liniar **** în raport  cu proiecþiile m1 dy,...,dy  apoi le 

înlocuim în  Fd2
ba,  obþinând forma pãtraticã de n variabile. 

4. Analizãm signatura formei pãtratice ( reducând-o la o formã canonicã prin 

metoda lui Gauss sau Jacobi, ori prin criteriul lui Sylvester ) ºi  tragem concluziile: 

dacã  este  pozitiv ( negativ ) definitã atunci (a,b) este un minim ( maxim ) local al 

funcþiei f cu legãturile *, iar dacã este nedefinitã atunci (a,b) nu este punct de 

extrem al funcþiei f cu legãturile *. 
Exemplul 9. Sã se determine imaginea funcþiei  
f : A={(x,y)  2 | x2 + y2 ≤ 1}   13yxy,xf, 

 

Rezolvare. Funcþia f este continuã pe compactul A  IR2; prin urmare 
imaginea f(A) este compactã în IR (teorema 15, cap.1) ºi f îºi atinge marginile 

(teorema 16, cap.1). Rãmâne sã determinãm aceste margini. Cum ,01f '
x   pe 
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interiorul  1yx( | )y,x(A 22 


 nu existã puncte staþionare, deci nici extreme 
(teorema lui Fermat); prin urmare extremele sunt atinse pe frontiera mulþimii A,      

FrA = {(x,y)  IR2| x2+ y2 = 1}, ceea ce înseamnã  cã trebuie sã determinãm 

extremele funcþiei f cu legãtura 01yx 22  . Fie   IR multiplicatorul lui 
Lagrange; funcþia lui Lagrange este: 

   1yx13yx,y,xL 22  , 
iar sistemul *** este format din ecuaþiile: 

0x21Lx  , 0y21Ly  , 01yxL 22
 ,  

deci 



2
1

x , 



2
1

y  ºi 1
4
1

2
2



. Pentru 

2

1
  avem x=

2

1
y,

2

1
  ºi 

pentru 
2

1
  obþinem 

2

1
x   ºi 

2

1
y  . Calculãm diferenþiala  de ordinul al 

doilea  a funcþiei     ,y,xLy,xF  unde   este constantã (
2

1
  sau 

2

1
  ). 

Obþinem  .dydx2Fd 222   Prin diferenþierea legãturii 01yx 22   obþinem 

xdx+ydy=0 ºi cum y=-x0, dx=dy; deci forma pãtraticã   este definitã prin 

    22 h4hdx4h  . 

Dacã 
2

1
 ,   2h22h   este pozitiv definitã, deci ( 

2

1
 ,

2

1
 ) este un 

minim absolut pentru f ºi fmin=f( 
2

1
 ,

2

1
 )=13- 2 ; dacã 

2

1
 ,   este negativ 

definitã, (
2

1
,

2

1
 ) este un maxim global pentru f ºi fmax=13+ 2 . În consecinþã 

imaginea funcþiei f este f(A)= 13- 2 ,13+ 2 . 
Exemplul 10. Sã se determine  extremele funcþiei f : IR3  IR,  zy,x,f =xyz  

cu legãturile x + y + z = 5 ºi xy + yz + zx = 8. 
Rezolvare. Fie  multiplicatorii lui Lagrange. Atunci funcþia lui Lagrange 

este: 
     8zxyzxy5zyxxyz,,z,y,xL   iar sistemul *** este 

format din ecuaþiile: 
 zyyzL'

x  =0,  xzâázxL'
y  =0,  yxxyL'

z  =0, 

05zyxL'
 , 08zxyzxyL'  . 

Sã remarcãm întâi cã sistemul este simetric în x,y,z ºi cã prin adunarea primelor trei 

relaþii obþinem 8+310=0. Cu aceste constatãri punctele staþionare ale funcþiei L 

sunt: 
-  pentru  = 4,  = -2,         2,2,1,2,1,2,1,2,2z,y,x   

-  pentru =16, = -4,  


































3
4

,
3
4

,
3
7

,
3
7

,
3
7

,
3
4

,
3
7

,
3
4

,
3
4

z,y,x  

Calculãm acum Fd2 , unde F(x,y,z)=L(x,y,z, cu  constante; obþinem 
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Fd2 =         dzdydxxdyydydydxdzxdzzdxdxdzdyydzzdy  . 
Prin diferenþierea legãturilor avem  

dx+dy+dz=0 ºi (y+z)dx+(z+x)dy+(x+y)dz=0                                                  (1) 
Cazul 1. Pentru =4, = -2, (x,y,z)=(2,2,1) din sistemul (1) obþinem dz = 0 ºi 

dy= - dx, iar   0dx2Fd 22
1,2,2  . Prin urmare (2,2,1), (2,1,2), (1,2,2) sunt puncte de 

minim ale funcþiei f cu legãturile date ºi fmin= 4. 

Cazul 2.  Pentru 
3
7

z,
3
4

yx,
3
4

,
9

16
   obþinem dz = 0 ºi dy= -dx, 

iar 22

3

7
,

3

4
,

3

4 dx2Fd 








. În consecinþã 

























3
4

,
3
4

,
3
7

,
3
4

,
3
7

,
3
4

,
3
7

,
3
4

,
3
4

 sunt puncte de 

maxim local pentru funcþia f cu legãturile x + y + z -5 = 0 ºi xy + yz + zx � 8 = 0, iar 

.
27

112
3
7

,
3
4

,
3
4

ffmax 







  

Exemplul 11. Sã se determine distanþa de la sfera  de ecuaþie  S : x
2 + y2 +  

+ z2 = 1 la dreapta de ecuaþii D : y = x, z = x +2. 
Rezolvare. Distanþa de la un punct M (x, y, z)  S  la un punct P( u, v, w) D 

defineºte o funcþie de ºase  variabile: 

d (P, M) = g (x, y, z, u, v, w) =      222 wzvyux                      (1) 
Problema noastrã constã în determinarea minimului absolut al funcþiei g cu legãturile: 

x2 + y2 + z2 � 1 + 0;   v � u = 0 ºi w � u � 2 = 0                               (2) 
Deoarece funcþia lui Lagrange asociatã are nouã variabile (cele ºase ale 

funcþiei g plus trei multiplicatori) iar derivatele sunt complicate, vom încerca sã 

simplificãm problema. Sã constatãm întâi cã punctul de minim al funcþiei g coincide 
cu cel al funcþiei: 

f (x, y, z, u) = (x - u)2 + (y - u)2 + (z � u - 2)2                   (3) 
cu singura legãturã 

x2 + y2 + z2 
� 1 = 0.                      (4) 

Funcþia lui Lagrange este în acest caz: 
L (x, y, z, u, ) = (x - u)2 + (y - v)2 + (z � u - 2)2 + (x2 + y2 + z2 - 1)      (5) 

Sã determinãm punctele staþionare pentru L din: 
L�x = 2 [( + 1)x - u] = 0, L�y = 2[( + 1)y - u] = 0, L�z = 2[( + 1)z � u - 2] = 0, 
L�u = 2(x + y + z - 3u � 2) = 0 ºi L� = x2 + y2 + z2 � 1 = 0. 

Rezolvând acest sistem obþinem: 

  3
2

21,
13

4
z,

)1(3
2

yx,
3
2

u 





                   (6) 

Diferenþiind legãtura (4), din (6) rezultã: 

 dydx
2
1

dz                                                  (7) 

Ne intereseazã doar minimul funcþiei auxiliare 
F (x, y, z, u)  =  L (x, y, z, u, )                                (8) 

unde  este o constantã. Diferenþiind obþinem succesiv: 
dF = 2[(x-u)(dx-du) + (y-u)(dy-du) + (z-u-2)(dz-du) + (xdx+ydy+zdz)], 
d2F = 2[(dx-du)2 + (dy-du)2 + (dz-du)2 + (dx2+dy2+dz2)] = 
= 2[(+1) (dx2+dy2+dz2)+3du2 -2du (dx + dy + dz)] 

)7(
  
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)7(
 2     











dudydx3du3dxdy2dy5dx5

4
1 222 .                  (9) 

Conform criteriului lui Sylvester, pentru ca forma pãtraticã (9) sã fie pozitiv definitã 

este necesar ca 0
2

1
51 


 . Prin urmare din (6) obþinem: 

3
2

u,
6

2
z,

6

1
yx,

3
2

21                               (10) 

Din punct de vedere geometric problema este unic determinatã; prin urmare distanþa 

de la sfera S la dreapta D este, conform formulelor (10), (1) ºi (2): 

 322
3
5

3
4

,
3
2

,
3
2

,
6

2
,

6

1
,

6

1
d)D,S(d 



























 . 

D. EXERCIÞII 

Exercþiul 1. Sã se dezvolte dupã puterile lui x + 1, y + 1, z � 1 polinoamele 
(a) f(x, y) = x3 + y3 � 3 x y + 13 
(b) f(x, y, z) = x3 + y3 - z3 + 3x2y � 3xy + z2 � z + 22 
Rãspuns. (a) f (x, y) = 8 + 6(x + 1) + 6(y + 1) � 3 (x + 1)2 � 3(y + 1)2 � 3(x + 

+1)(y + 1) + (x +1)3 + (y + 1)3; (b) f(x, y, z) = 13 + 12(x + 1) + 15(y + 1) � 2 (z - 1) �    
�  6(x + 1)2 � 3 (y + 1)2 � 2 (z - 1)2 � 9(x + 1)(y + 1) +(x + 1)3 + (y + 1)3 � (z - 1)3 +  
+6(x + 1)2(y + 1). 

 
Exerciþiul 2. Sã se scrie polinomul Taylor de gradul al doilea pentru: 
(a) f(x, y) = ln(x2 + x + y2) în punctul (0,1) 
(b)  f(x,y,z) = ex arctg (y + z)  în punctul (0,0,1) 
 

Rãspuns. (a) T2(x,y) = 
2
1

x2 � 2xy � y2 +3x � 3; (b) T2 (x, y, z)=
8


x2 � y2 �       

�z2 +
2

1
xy + 

2

1
xz � 2yz + x

2
1

4











+

2

5
y+

2

5
z+

4


-
2

3
. 

Exerciþiul 3. Folosind formula lui Taylor de ordinul al doilea sã se arate cã: 

(a)     9851,299,101,1 33
  

(b) 0081,198,003,1 3   
(c) (1,1)1,02  1,1021 
 
Exerciþiul 4. Sã se determine E1 = (1,1)1,2 ºi E2 = (0,99)1,01 + (1,01)1,001  + 

+(1,001)0,99 ºi E3 = (1,01)0,99  + (0,99)0,999  +  (0,999)1,01 cu trei zecimale exacte. 
Rãspuns. E 1  1,121; E2  3,001; E 3  2,999. 
 
Exerciþiul 5.  Sã se determine extremele locale ale funcþiilor 

(a)  f(x,y) = x3 � 3xy2 + x2 � 2xy + 3y2 + 2y +
27

370
 

(b) f(x,y) = 2x3 � y3 +(y-x)2 
(c)  f(x,y) = ex (cos y � x) + cos y 
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(d)  f(x,y,z) = x2 + y2 + z 2 
� xy + x � 2z 

(e) f(x,y,z) = x 3 + y 2 + z2 + 12xy + 2z 

(f)  f(x,y,z) = x + 
y
z

x4
y

x
2 22

  

(g) f(x,y,z) = 
yx

z
xz

y
zy

x








,   x,y,z >0 

(h) f(x,y,z) = x3 + y3 � z3 
� x2y + 3z2 + 13 

 

Rãspuns. (a) f min= ;13
3
1

,
3
1

f 







 (b) fmin= ;

27
21217

3
22

,
3

12
f















 



  

(c) fmax=f(0,2k)=2, k  Z; (d) fmin = ;
3
4

1,
3
1

,
3
2

f 







  (e)  fmin = f(24, -144, -1) = -6913; 

(f) nu are extreme; (g) fmin=f(a,a,a) = ;0a,
2
3

  (h) f min= f(0,0,0)=13, fmax = f(0,0,2) = 

17. 
 
Exerciþiul 6. Sã se determine punctele de extrem local ºi extremele locale 

ale funcþiilor y = y(x) ºi x = x(y) definite implicit de ecuaþiile: 
(a)  x3 + y3 � 3x2y � 3 = 0 
(b)  ey + y = x2 +1 
 
Rãspuns. (a) y min = y1(0) = 3 3 ; y max = y2 (-2) = -1; xmax = x1   33 33  ;     

xmax = x2(-1)=1; (b) ymin = y(0) = 0. 
 
Exerciþiul 7. Sã se determine punctele de extrem local ºi extremele locale 

ale functiilor implicite z = z(x,y) definite implicit de ecuaþiile 
(a)  x2 + y2 + z2 � 4 z = 0 
(b)  x2 + y2 + z2 

� xz � yz + 2x + 2y + 2z + 2=0 
(c) x2 + y2 + z3 + z = 0 
Rãspuns. (a) zmin=z1(0,0)=0, zmax=z2(0,0)=4; (b) zmin=z1   63,63  

,6244   z max = z2   ;46236,36  (c) z max = z (0,0) = 0. 
 
Exerciþiul 8. Sã se studieze extremele locale ale funcþiilor de clasã C

2
 

definite implicit de ecuaþia x
2 �2x + y2 + z + ez = 0. 

Rãspuns: zmax = z(1,0)=0; celelalte funcþii implicite definite de ecuaþie          

(z = z(x,y), x = x(y,z), y = y(z,x)) nu admit extreme locale. 
 
Exerciþiul 9. Sã se studieze extremele locale ale funcþiilor de clasã C

2 

definite implicit de ecuaþia:(x
2+y2+z2) 2 = a2-x2-z2, aIR*. 

Rãspuns. Dintre funcþiile z = z(x,y), definite de ecuaþie, douã admit extreme: 

zmin=z1(0,0)=  ,1a412
2
1 2




 zmax=z2(0,0)=  1a412
2
1 2

 ; analog, pentru            

x = x(y,z), xmin=    ,0,0x1a412
2
1

1
2




 xmax=x2(0,0)=  ;1a412
2
1 2

  dintre 
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funcþiile y = y(x,z) douã admit extreme: ymin=y1(0,0)= a  ºi ymax=y2(0,0)= a , 
pentru a (0,). 

Exerciþiul 10. Sã se determine extremele cu legãturi ale funcþiei f: 
(a)  f(x,y) = xy, y=x 
(b)  f(x,y) = x2 + y2, 3x + 2y = 6 

(c)  f(x,y) = cos2 x + cos2 y,  y = x +
4


 

Rãspuns. (a) fmin = f(0,0)=0; (b) fmin = f
13

36

13

12
,

13

18








 ; (c) fmax = 

=
2
2

1
8

k,
8

kf 






 



 , fmin= ,

2
2

1
8

5
k,

8
3

kf 






 



  k Z. 

 
Exerciþiul 11. Sã se determine extremele urmãtoarelor funcþii cu legãturile 

specificate în dreptul lor: 
(a) f(x,y,z) = x2y + z2 � xy � x � y � z �1, 2x � y � z  = 0, x � 2y + z =0. 

(b) f(x,y,z) = sin x sin y sin z, x+ y + z = ,
2


 x,y,z  (0,). 

(c) f (x,y,z) = xp + yp + zp, xp-1 + y p-1 + z p-1 = a p-1, a > 0, p  IN, p  2. 
 
Rãspuns. (a) fmin = f (1,1,1) = 1, fmax = f (-1, -1, -1) = -3; (b) fmax =                    

=f ;
8
1

6
,

6
,

6








 
 (c) dacã p  2 IN,   ppp1p1p1p1

min a3a3 ,a3 ,a3ff
2  ; dacã p este 

impar:   ppp1p1p1p1
max a3a3 ,a3 ,a3ff

2  ,   ppp1p1p1p1
min a3a3 ,a3 ,a3ff

2  . 
 
Exerciþiul 12. Sã se determine imaginile funcþiilor 
(a)  f : {(x,y)  IR2

x2+y2 
≤ 1}  IR xy)y,x(f,   

(b)  f : {(x,y)  IR2
|x|+|y| ≤ 1}  IR 22 yx)y,x(f,   

(c)   f : {(x,y)  IR2 
 y ≤ 2x, x ≤ 3, y ≥ 0} {x,y)  IR2

-2 ≤ x ≤ 3, -3 ≤ y ≤ 

0}  IR , f(x,y) = x3 � 3x + y3 � 12y. 

Rãspuns. (a) 









2
1

,
2
1

; (b) [-1, 1]; (c) [ - 18, 162]. 

Exerciþiul 13.  Sã se determine imaginile funcþiilor: 
(a) f(x,y,z) = x + 3 y � 2 z,   f : {(x,y,z)  IR3 |x2 + y2 + z2 

≤ 14} IR 
(b) f(x,y,z) = 222 zyx  , f : {(x,y,z)  IR3| x,y,z ≥ 0 , x + y + z ≤ 13} IR 
 
Rãspuns. (a) [-14, 14]; (b) [0,13]. 
 
Exerciþiul 14. Sã se arate cã punctul din planul de ecuaþie x + y + z = a care 

este cel mai apropiat de origine este 








3
a

,
3
a

,
3
a

. 
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Exerciþiul 15. Sã se determine distanþa de la planul de ecuaþie P : x+ y+ z= 6 

la elipsoidul de ecuaþie E : 1z2
2
y

x 2
2

2  . 

Rãspuns. d(P,E) =  114
3
3

 . 

Exerciþiul 16.  Sã se calculeze aria elipsei de intersecþie a cilindrului de 

ecuaþie 1
b
y

a
x

2

2

2

2

  cu planul de ecuaþie Ax + By + Cz = 0 ( a,b > 0, C > 0). 

Rãspuns. 222 CBA
C
ab

 . 

Exerciþiul 17. Sã se arate cã dintre toate patrulaterele care pot fi construite 

cu laturile de lungime datã, patrulaterul de arie maximã este inscriptibil. 
 
Exerciþiul 18.  O cisternã de forma unui paralelipiped drept deschis în partea 

superioarã trebuie construitã din tablã cu aria 300 m
2. Sã se determine dimensiunile 

acestei cisterne astfel încât sã aibã capacitatea maximã. 
Rãspuns: Vmax = V(10, 10, 5) = 500 m3. 
 
Exerciþiul 19.  Sã se determine imaginile funcþiilor z = z (x,y), definite implicit 

de ecuaþia  x
4 + y4 + z4 = 13, unde z : {(x,y)  IR2

x2+y2=1}  IR.  
 Rãspuns. Ecuaþia defineºte douã funcþii z=z1(x,y) ºi z=z2(x,y); 




















2

5
,32z Im,32,

2

5
z Im 21 .  

 
 
 
 


